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X.  Ht.  Le  lecteur  trouvera  à  la  fin  du  volume  plusieurs  notes  et  rectifica- 
tions. Il  ne  doit  pas  négliger  de  corriger  le  texte  conformément  à  ces 
indications. 
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Le  lecteur  ne  doit  pas  s'attendre  à  trouver  dans  ce  livre  le 
•développement  de  découvertes  sensationnelles.  Il  n'y  rencontrera 
qu'un  exposé  méthodique  et  synthétique  des  définitions  et  des 
principales  propriétés  des  diverses  espèces  de  nombres. 

Ces  définitions  et  ces  propriétés  sont  généralement  étudiées  par 
les  jeunes  mathématiciens  à  des  époques  très  différentes  et  dans 
des  ouvrages  classiques  indépendants  les  uns  des  autres.  Par  le 
fait  même,  les  premières  définitions,  celles  des  nombres  entiers 
•et  des  fractions,  sont  le  plus  souvent  fort  peu  rigoureuses,  car 
elles  doivent  être  à  la  portée  de  très  jeunes  intelligences;  plus 
tard,  lorsque  les  jeunes  gens  sont  mieux  en  état  de  comprendre 
•ce  que  c'est  qu'une  définition,  on  ne  s'attarde  pas  à  leur  parler  des 
nombres  entiers  et  fractionnaires  à  ce  point  de  vue  :  les  examens 
sont  proches,  on  a  mieux  à  faire. 

Les  nombres  incommensurables  sont  le  cauchemar  de  cette 
période  des  études.  Les  étudiants  en  trouvent  des  définitions 
tronquées,  morcelées,  réparties  dans  leur  cours  d'Arithmétique  et 
•dans  leur  cours  d'Algèbre.  Ce  n'est  que  depuis  peu  de  temps  que 
les  cours  d'Arithmétique  les  définissent  avec  soin,  et  parfois  d'une 
manière  très  compliquée.  Les  nombres  positifs  et  négatifs  sont 
généralement  fort  maltraités  dans  les  cours  d'Algèbre  publiés  en. 
Belgique;  les  manuels  français  sont  autrement  précis  et  corrects. 

Les  nombres  imaginaires  sont  effleurés  dans  l'Algèbre  élémen- 
taire, repris  en  annexe  dans  certains  cours  de  Trigonométrie,  puis 
utilisés  en  Algèbre  supérieure  et  en  Analyse.  Quant  aux  quaternions. 
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seuls  on  parlent  des  ouvrages  spéciaux,  étudiés  ou  signalés  dans  les 

cours  supérieurs  du  doctorat. 

Dans  tout  cela,  aucune  unité  de  vue,  aucune  méthode.  L'étudiant 
ne  voit  pas  la  moindre  corrélation  entre  le  nombre  entier  dont  il 
a  fait  la  connaissance  jadis,  en  boules  blanches  et  noires,  le  nombre 
incommensurable  qui  lui  a  paru  quelque  chose  de  mystérieux,  une 
limite  inaccessible,  dont  l'existence  a  même  été  discutée,  l'imagi- 
naire qui,  malgré  tout,  reste  pour  lui  le  synonyme  d'inexistant,  et 
le  quaternion  marqué  au  coin  de  l'arbitraire  et  de  la  spéculation, 
et  dont  l'utilisation  est  rendue  très  désagréable  à  cause  des 
notations  peu  transparentes  dont  on  l'a  entouré. 

J'ai  donc  cru  faire  œuvre  utile  et  agréable  à  celui  qui,  ayant 
terminé  ses  études,  jette  encore  de  temps  à  autre  un  coup  d'œil 
rétrospectif  sur  les  principes  des  sciences  mathématiques;  à  celui 
surtout  que  tourmente  le  besoin  de  classer  avec  méthode  ses 
connaissances  premières,  avant  qu'il  se  lance  dans  le  vaste  champ 
de  la  Mathématique  et  de  la  Physique. 

Dès  le  délmt  de  mon  travail,  je  me  suis  vu  dans  la  nécessité  de   1 
ine  faire  à  moi-même  une  déclaration  de  principe,  en  répondant  à 
cette  question  si  simple  : 
Qu'est-ce  qiCun  nombre'? 

Il  était  indispensable  en  effet  de  répondre  à  cette  question,  avant 
d'établir  aucune   définition,   puisque  je   voulais   faire   une   œuvre  i| 
méthodique;  il  fallait  que  tontes  les  définitions  répondissent  à  la 
définition  générale.  Et  ici,  je  me  suis  trouvé  devant  deux  doctrines 
bien  distinctes. 

La  première  est  en  quelque  sorte  la  doctrine  oftîcielle  ;  elle  peut 
être  caractérisée  par  cette  d(''fini(ion  générale  :  «  Un  nombre  est  un 
signe  ou  caractère  d'écriture  défini  par  les  règles  de  calcul  auxquelles 
on  le  soumet  et  qui  doivent  être  spécifiées  pour  chaque  catégorie  de 
nombres  que  l'on  invente.  "  Autant  dire  :  «  Un  nombre  est  un 
signe  arbitraire  que  Von  ne  peut  dé  finir  (Vtuie  manière  géné- 
rale; qui  ne  représente  rien  en  lui-même,  et  que  Von  peut 
soumettre  à  telles  règles  arbitraires  de  calcul  que  l'on  veut.  " 
C'est  là  la  base  de  la  doctrine  dite  aritlimétisanie. 
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La  seconde  doctrine  peut  être  caractérisée  par  cette  autre  défini- 
tion :  '•  Un  nombre  est  un  concept  schématique  apte  à  déter- 
miner, à  divers  points  de  vue,  une  grandeur  par  r appoint  à 
une  grandeur  connue  de  même  espèce;  on  l'appelle  mesure 
de  la  première  grandeur  par  rappo^H  à  la  seconde,  ou  encore 
rapport  de  la  première  grandeur  à  la  seconde.  Par  une 
figure  de  rhétorique  appelée  métonymie,  on  donne  aussi  le 
nom  de  nombre  à  tout  symbole  qui  représente  ce  concept  dans 
le  langage  ou  dans  récriture.  » 

Je  ne  puis  à  ce  propos  passer  sous  silence  la  définition  suivante, 
due  à  M.  HERiL\NN  Laurent,  et  qu'adopte  C.  A.  Laisaxt  (l)  :  "  Un 
nombre  est  une  locution  et  un  signe  qui  servent  à  désigner  avec 
précision  une  quantité  et  toutes  celles  qui  lui  sont  différentes.  " 
Et  les  sourds-muets-manchots  :  ils  n'ont  ni  locution,  ni  signe;  ils 
ne  peuvent  donc  pas  concevoir  le  nombre?  Le  nombre  est  une 
idée  et  non  im  signe.  Quant  à  la  locution,  elle  ne  joue  un  rôle 
que  pour  des  nombres  énoncés  dans  un  système  de  numération  ; 
mais  elle  n'est  pas  indispensable.  Le  plus  souvent,  la  locution  est 
simplement  le  nom  d'une  lettre  de  l'alphabet,  laquelle  est  le  signe. 
La  locution  et  le  signe  changent  d'ailleurs  d'un  peuple  à  l'autre. 
Le  nombre  seul  est  immuable.  Enfin,  je  reproche  encore  à  la 
définition  de  M.  H.  Laurent  de  ne  pas  parler  de  la  quantité  de 
comparaison  :  5  tout  court  ne  désigne  avec  précision  aucune 
quantité.  Cette  définition  tient  de  la  première  doctrine  par  sa 
première  partie,  et  de  la  deuxième  doctrine  par  sa  mention  de 
quantité. 

Qu'il  me  soit  ici  permis,  à  propos  des  deux  doctrines  caractérisées 
par  les  deux  déimitions  du  nombre,  d'ouvrir  une  parenthèse. 

Les  mathématiciens  peuvent  être  classés  en  deux  catégories  : 

V  les  logiciens; 

2°  les  rationalistes. 


1)  c.  A.  L.usAST.  La  Mathématique  (Philosophie,  Enseignement).  Paris,  Gauthier- Viltars, 
1907. 
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Los  promiors  ont  fait  de  la  Mathématique  une  science  de  spécu- 
lation, à  la  base  de  laquelle  ils  ont  posé  quelques  définitions 
arbitraires,  présentant  entre  elles  des  rapports  logiques.  Par  leur 
seul  raisonnement  ils  ont  édifié  sur  ces  définitions  un  échafaudage 
de  propriétés  et  de  théorèmes  qui  n'ont  de  commun  avec  les 
grandeurs  naturelles  que  les  cerveaux  où  ils  sont  nés.  Dans  le 
domaine  de  l'Analyse,  les  logiciens  raisonnent  sur  des  caractères 
d'écriture;  dans  le  domaine  de  la  Géométrie,  ils  raisonnent  sur 
des  mots. 

La  première  définition  du  nombre  que  j'ai  présentée  est  la  leur. 
Toute  nouvelle  définition  dont  ils  auront  besoin,  ils  la  poseront 
arbitrairement  (par  exemple  la  somme  de  deux  nombres),  quitte 
à  montrer  plus  tard  que,  toute  autre  définition  eût  été  illogique. 
Ils  ont  plusieurs  systèmes  de  Géométrie,  ce  qui  est  peu  étonnant 
puisque  leurs  définitions  ne  sont  le  plus  souvent  que  des  systèmes 
de  mots,  qu'il  ne  faut  pas  chei'cher  à  comprendre  mais  seulement 
à  bien  retenir.  Chaque  définition  doit  logiquement  être  l'occasion 
d'un  schisme  dans  la  doctrine.  Les  mots  dont  ils  se  servent  n'ont 
souvent  plus  leur  sens  habituel  du  langage  courant.  Ainsi  les  n 
dimensions  de  leur  espace  n'ont  rien  de  commun  avec  les  trois 
dimensions  de  l'espace  qui  nous  entoure. 

L'origine  d'une  pareille  doctrine  ne  peut  résider,  selon  moi,  que 
dans  les  difficultés  qu'ont  rencontrées  les  premiers  rigoristes  dans 
l'établissement  de  définitions  précises  à  la  base  de  la  Mathématique, 
dilïicultés  auxquelles  certains  ont  coupé  court  en  s'arrêtant  à  un 
texte  déterminé,  et  en  ne  reculant  pas  devant  les  conséquences 
logiques  mais  irrationnelles  qu'il  entraînait.  Je  citerai  seulement 
comme  exemple  la  définition  de  la  ligne  droite. 

Les  rationalistes,  eux,  considèrent  la  Mathématique  comme  une 
préface  de  la  Physique.  Ils  la  tiennent  pour  un  merveilleux  instru- 
ment d'analyse  n'aj'ant  d'autre  but  que  de  faciliter  l'étude  du  monde 
dans  lequel  nous  vivons.  Ils  sont  toujours  guidés  par  leur  raison 
basée  sur  leur  expérience;  s'ils  cherchent'  à  donner,  des  termes 
fondamentaux  dont  ils  se  servent,  des  définitions  bien  nettes,  ce 
n'est  que  par  habitude  de  la  précision,  habitude  acquise  au  cours 


de  leurs  travaux.  Ils  ont,  par  exemple,  la  notion  primitive  de  la 
ligne  droite  ;  c'est  une  notion  expérimentale,  que  fait  naître  en 
nous  la  vue  d'un  corps  qui  tombe,  d'un  lil  tendu,  d'un  rayon  de 
soleil.  Ils  savent  ou  plutôt  ils  sentent  parfaitement  qu'entre  deux 
points  il  n'existe  qu'une  seule  ligne  droite,  partout  en  coïncidence 
avec  elle-même  ;  et  s'ils  ne  parviennent  pas  à  délinir  la  droite  au 
moyen  de  mots  plus  simples,  de  façon  à  pouvoir  démontrer  qu'entre 
deux  points  il  n'y  en  a  qu'une,  ils  n'estiment  pas  que  ce  soit  une 
raison  pour  admettre  qu'il  puisse  y  en  avoir  plusieurs,  et  ils  passent 
outre.  Ils  ne  cherchent  pas  à  détinir  l'espace. 

L'exemple  de  tous  les  mathématiciens  anciens  qui  furent  avant 
tout  des  astronomes  et  des  physiciens,  et  surtout  l'exemple  de 
Pascal,  établissant  sans  avoir  fait  d'études  classiques  les  douze 
premières  propositions  d'Euelide.  ne  peuvent  que  confirmer  ce  que 
je  viens  de  dire. 

La  deuxième  définition  que  j'ai  formulée  du  nombre,  si  elle  n'a 
pas  été  énoncée  dans  ces  termes,  n'en  est  pas  moins  la  définition 
des  rationalistes  de  toutes  les  époques,  car  c'est  ainsi  qu'ils  conce- 
vaient le  nombre  ;  c'est  ainsi  en  particulier  que  le  concevait 
J.  Bertrand  (de  l'Institut). 

Il  faut  maintenant  constater  un  fait  bien  curieux  :  la  Géométrie 
d'E^uclide  est  et  restera  sans  doute  toujours  la  géométrie  classique  ; 
les  géomètres  sont  en  effet  d'accord  pour  constater  que,  s'il  est 
vrai  que  les  résultats  auxquels  abotuissent  les  autres  systèmes 
géométriques  pourraient  éti^e  appliqués  aux  grandeurs  naturelles 
avec  une  approximation  aussi  grande  que  celle  dont  sont  suscep- 
tibles les  formules  de  la  géométrie  euclidienne,  il  serait  pourtant 
extravagant  d'enseigner  aux  jeunes  enfants  qu'entre  deux  points 
il  existe  plusieurs  lignes  droites  ;  au  contraire,  dans  le  domaine  de 
l'Arithmétique,  et  j'entends  par  là  le  domaine  des  nombres  de  toutes 
catégories,  y  compris  les  quaternions,  on  constate  l'incohérence  la 
plus  complète  dans  les  méthodes  d'enseignement. 

Le  malheur  veut  que  logiciens  et  rationalistes  se  servent  des 
mêmes  mots  et  des  mêmes  sj^mboles  pour  désigner  des  objets 
essentiellement  différents. 


En  Géométrie,  les  classiqnos  n'ont  pas  le  choix  :  les  mots  droite, 
plan,  parallèle,  nous  représenlcnl  des  idées  très  nettes;  si  nettes 
que  les  jeunes  élèves  n'ont  pas  besoin  qu'on  les  leur  délinisse,  et 
d'eux-mêmes  ils  suivent  la  conception  euclidienne.  Lorsqu'on  en 
arrive  plus  tard  à  leur  dire  (|u'il  existe  d'autres  géométries,  dans 
les(iuclles  deux  "  droites  "  ayant  deux  points  communs  peuvent 
enclore  un  espace;  dans  lesquelles,  par  un  point,  on  peut  mener 
plus  d'une  '•  parallèle  »  à  une  droite,  ils  sont  assez  naturellement 
portés  —  j'ai  passé  par  là  —  à  considérer  ces  géométries  comme 
des  (euvres  de  fous;  et  cela,  parce  qu'ils  ignorent  que  les  mots 
usuels  ont  perdu,  dans  ces  théories,  les  significations  qu'ils  sont 
habitués  à  leur  attribuer. 

En  Arithmétique,  niérae  remarque  au  suj(it  des  nombres  entiers 
et  fractionnaires.  Le  professeur  qui  aborde  avec  ses  élèves  l'étude 
raisonnée  de  l'Arithmétique,  doii  considérer  les  nombres  commen- 
surables  comme  des  mesures  de  grandeurs,  s'il  ne  veut  pas  perdre 
la  confiance  de  son  auditoire;  aussi,  aucun  autour  classique  n'a-t-il 
jusqu'ici  osé  délînir  le  nombre  entier  comme  un  simple  signe, 
caractérisé  par  la  place  qu'il  occupe  dans  la  suite  naturelle  des 
nombres  ;  aucun  non  plus  n'a  osé  dire  qu'une  fraction  est  un  couple 
de  ces  signes,  défmi  par  les  lois  de  l'égalité  et  de  l'addition  (l). 

Cependant,  devant  la  dilliculté  qu'ils  «''prouvent  à  s'exprimer 
clairement,  bien  rares  sont  les  auteurs  qui  ont  su  dégager  le 
nombre  du  symbole  écrit  qui  le  représente;  i)0ur  la  plupart,  le 
nombre  c'est  le  symbole.  C'est  cette  confusion  que  consacre 
la  définition  de  M.  Her:\unn  Laurent,  citée  plus  haut. 

Mais  lorsque  l'on  aborde  l'élude  des  nombres  incommensurables, 
les  élèves  n'en  ont  aucune  notion  primitive,  et  alors  le  logicien 
a  beau  jeu,  avec  ses  spéculations  de  mots  et  de  symboles.  Le 
symbole  est  ici,  en  principe,  un  mode  de  répartition  de  nombres 
commensurables  satisfaisant  à  certaines  lois.  Or,  si  la  méthode 
arithmétisante  peut  être  comprise  par  des  hommes  rompus  à  toutes 


(1)  Voir  Texposé  de  ces  théories  dans  rouvrage  de  M.  L.  Couturat  :  De  V Infini  Mathèmalique, 
Paris,  F.  Alcan,  1S96. 
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les  difficultés  de  l'analyse,  je  prétends  qu'elle  n'est  pas  à  la  portée 
des  jeunes  intelligences;  ce  ne  peut  d'ailleurs  être  une  bonne 
méthode  d'enseignement,  que  celle  qui  consiste  à  excercer  l'élève 
à  se  passer  de  sa  raison  et  à  n'utiliser  que  sa  mémoire.  Le  résultat, 
c'est  que  bien  peu  d'élèves  comprennent  ce  qu'ils  disent  lorsqu'ils 
définissent  un  nombre  incommensurable. 

M.  E.  Hu.MBERT  me  semble  avoir  rigoureusement  maintenu  la 
manière  rationnelle  de  raisonner  (i). 

Sa  conclusion  est  la  suivante  :  "  A  toute  longueur  ()A,  incom- 
mensurable avec  l'unité  de  longueur,  il  correspond  une  idée 
numérique  bien  déterminée,  car  elle  nous  fait  connaître  toutes  les 
longueurs  commensui'ables  avec  l'unité  et  plus  petites  ou  plus 
grandes  que  OA.  Xous  dirons  alors  qu'elle  définit  un  nombre 
incommensurable  qui  partage  tous  les  nombres  rationnels  en  deux 
ensembles...  Nous  regarderons  ce  nombre  comme  attaché  à  la 
longueur  OA,  comme  mesurant  la  longueur  OA.  ^ 

Mais  il  faut  mettre  hors  de  pair  la  façon  simple  et  claire  dont 
s'exprime  J.  Bertrand  (2)  : 

'•  Un  nombre  incommensurable  ne  peut  se  définir  qu'en  indiquant 
comment  la  grandeur  qu'il  exprime  peut  se  former  au  moyen  de 
l'unité.  Dans  ce  qui  suit  nous  supposons  que  cette  définition 
consiste  à  indiqiter  quels  sont  les  nombres  commensurables  plus 
petits  et  plus  grands  que  lui.  On  peut  alors  concevoir  la  grandeur 
dont  il  est  la  mesure  comme  servant  de  limite  commune  à  celles 
qui  sont  représentées  par  des  nombres  plus  grands  ou  plus  petits.  " 
Antérieurement  il  a  dit  :  '•  Mesurer  une  grandeur,  c'est  la  déter- 
miner avec  précision  en  la  comparant  à  une  autre  grandeur  de 
même  nature  que  l'on  regarde  comme  connue.  •> 

Quant  aux  autres  auteurs,  la  plupart  font,  ce  que  l'on  appelle 
en  langage  d'école,  une  •■  mixture  ■■'  entre  la  méthode  rationnelle 
€t  la  méthode  arithmétisante. 


(1)  E.  HuMBERT.  Tt-aitê  d'Arithmétique,  Paris,  Vuibert  et  N'ony,  1908. 
(2;  J.  Bertrand.  Traité  d'Arithmétique,  Paris,  Hachelte. 


Tout  ce  qui  regarde  les  nombres  entiers,  fractionnaires  et 
incommensurables,  se  trouve  en  général  réuni  dans  les  cours 
d'Arithmétique.  Il  peut  donc  encore  s'y  reconnaitre  une  certaine 
unité  de  vue. 

Les  nombres  dits  communément  "  algébriques  »  et  -  imaginaires  " 
sont  étudiés  dans  les  cours  d'Algèbre  élémentaire.  Pour  eux,  il  n'est 
plus  question  de  représenter  des  grandeurs.  Les  auteurs  classiques 
les  traitent  franchement  par  la  méthode  arithmétisante.  Ces  nombres 
sont  de  simples  symboles,  mais  des  symboles  qui  ne  représerdent 
o'ien!  Ce  ne  sont  que  des  caractères  d'écriture.  En  réalité,  on  ne 
les  définit  pas  !  On  se  contente  d'en  définir  l'égalité,  la  somme  et 
le  produit,  et  cela  d'une  façon  tout  arbitraire.  Encore,  des  auteurs- 
n'éprouvent-ils  pas  le  besoin  de  distinguer  les  nombres  positifs  des 
nombres  arithmétiques. 

Ce  qui  est  remarquable,  c'est  que  ces  sommes  et  produits  respectent 
le  fameux  principe  de  permanence;  et,  chose  plus  remarquable 
encore,  voici  que  l'on  s'avise  de  représenter  ces  nombres  positifs, 
négatifs  et  imaginaires  par  des  grandeurs  !  Et,  comble  de  la  fortune^ 
cela  réussit  très  joliment!  Qu'ils  étaient  donc  bien  inspirés,  ceux 
qui  imaginèrent  ces  définitions  ! 

Quant  aux  quatei^nions,  ils  ne  sont  définis  et  étudiés  que  dans  des- 
ouvrages spéciaux.  Leur  inventeur  HAiiiLTON,  ainsi  que  M.  Tait  (l) 
et  M.  Laisais't  (2),  les  définissent  rationnellement  comme  étant  des 
rapports  de  vecteurs.  Mais  aussitôt  les  logiciens  s'emparent  de 
l'idée;  on  fait  d'un  quaternion  un  complexe  d'un  vecteur  et  d'un 
nombre  algébrique  ;  puis  Grass.mann  imagine  ses  nombres  extensifs 
dont  la  définition  est  une  fois  de  plus  arbitraire,  ainsi  que  les  règles 
de  calcul  auxquelles  ils  sont  soumis.  Nous  voici  à  nouveau  en 
pleine  spéculation;  et  tout  à  coup,  6  merveille,  on  s'aperçoit  que 
les  quaternions  de  Hamilton  ne  sont  qu'un  cas  particulier  des 
nombres  de  Grassjiaisn.  M.  Sarrau  (3),  dans  un  exposé  d'ailleurs 


fi)  p.  G.  Tait.  Théorie  élémentaire  des  Quaternions,  trad.  Pi.arr.  Paris,  Gauthier- Villars, 
1882. 

(2Î  C.  A.  Laisant.  Introduction  à  la  méthode  des  Quaternions,  Paris,  Gauthier- Villars, 
1881. 

(3)  E.  Sarrau.  IVotions  sur  la  théorie  des  Quaternions,  Paris,  Gauthier- Villars,  1SS9. 
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extrêmement  clair,  reprend  les  quaternions  et  développe  leur 
théorie  élémentaire  d'après  le  plan  qu'a  imaginé  Grassmann,  puis... 
il  en  donne  une  '•  interprétation  «  géométrique  ! 

Le  but  que  je  vais  poursuivre  est  maintenant  tout  tracé  :  je  vais 
reprendre  toutes  les  définitions  et  la  démonstration  des  principales 
propriétés  des  nombres,  mesures  ou  rapports  de  grandeurs, 
d'après  la  méthode  purement  rationnelle. 

Les  définitions  des  sommes  et  produits  des  nombres  de  toutes 
les  catégories  seront  remplacées  par  des  théorèmes,  basés  sur  ces 
deux  seules  définitions  : 

P  La  somme  de  deux  grandeurs  de  même  espèce  est  la  grandeur 
unique  constituée  par  les  doux  grandeurs  considérées  simultanément; 

2°  La  somme  de  deux  nombres  est  la  mesure  de  la  somme  des 
grandeurs  dont  ces  nombres   sont  les   mesures. 

Je  dois  pourtant  à  ce  sujet  donner  une  explication.  La  somme 
géométrique  de  deux  vecteurs  semble  être  définie  aussi  arbitraire- 
ment que  par  un  logicien.  Il  n'en  est  rien.  Les  vecteurs  représentent 
parfois  des  forces  ;  on  constate  que  lorsqu'un  point  matériel  est 
soumis  simultanément  à  deux  forces  constantes,  dont  les  lignes 
d'action,  de  directions  constantes,  ne  sont  pas  confondues,  le  point 
se  comportera  comme  s'il  n'était  soumis  qu'à  une  seule  force, 
représentable  par  le  vecteur,  diagonale  du  parallélogramme 
construit  sur  les  vecteurs  représentatifs  des  deux  forces  données. 
C'est  à  cette  force  que  l'on  doit  donc  donner  rationnellement  le 
nom  de  somme  des  deux  forces  considérées,  en  tenant  compte  de 
leurs  intensités  et  de  leurs  directions. 

Pour  ne  pas  faire  intervenir  de  la  mécanique  dans  l'exposé 
méthodique  d'une  théorie  de  nombres,  je  mets  ici,  dans  l'avant- 
propos,  cette  justification  du  terme  somme  géométrique  de  deux 
vecteurs. 

L'étude  de  chaque  catégorie  de  nombres  sera  précédée  immé- 
diatement d'une  étude  des  grandeurs,  considérées  au  point  de  vue 
spécial  auquel  ces  nombres  appartiennent. 
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Qu'on  me  pardonne  d'avoir  adopté  une  forme  peut-être  trop 
didactique  dans  la  façon  de  présenter  les  diverses  théories;  beau- 
coup de  lecteurs  nie  reprocheront  sans  doute  également  de  n'avoir 
omis  aucun  détail,  même  puéril  :  j'ai  voulu  être  absolument  précis 
et  minutieux,  de  manière  à  pouvoir  être  lu  par  les  plus  ignorants 
en  matière  mathématique;  il  importe  d'ailleurs,  dans  un  ouvrage 
de  ce  genre,  que  le  lecteur  soit  en  parfaite  communauté  d'idées 
avec  l'auteur,  afin  qu'il  n'y  ait  pas  la  moindre  équivoque  entre  eux 
au  sujet  de  la  signification  de  tel  signe  ou  de  tel  mot.  Je  ne  saurais 
assez  insister  sur  ce  point,  car  aucune  discussion  ni  aucune 
criti(iuc  ne  sont  possibles  si  les  deux  interlocuteurs  attribuent  à 
un  même  symbole  une  signification  différente. 

Qu'on  ne  s'y  trompe  donc  pas  :  je  ne  prétends  pas  redresser  des 
erreurs  ou  des  omissions  dans  les  théories  appartenant  à  la 
doctrine  arilhmétisante  ;  je  veux  simplement  définir  les  nombres 
de  toutes  les  catégories  en  suivant  la  méthode  rationnelle,  et  par 
les  mêmes  moyens  (jui  ont  permis  de  définir  les  nombres  entiers 
et  les  fractions. 

Je  ne  suis  d'ailleurs  pas  entré  dans  de  longs  développements  au 
sujet  de  ces  deux  premières  catégories  de  nombres  :  j'ai  renvoyé 
le  lecteur  à  l'excellent  Cours  tV Arithmétique  de  A.  Tartlnville, 
(Paris,  Nony,  1902).  Au  contraire,  j'ai  traité  avec  quelques  détails 
les  incommensurables,  les  nombres  complexes  et  les  quaternions, 
précisément  pour  remédier  à  la  dissémination  et  au  manque  de 
cohésion  dont  j'ai  déjà  parlé  plus  haut.  J'ai  adopté,  pour  représenter 
les  quaternions,  des  symboles  analogues  à  ceux  dont  on  se  sert 
pour  les  nombres  complexes.  Il  apparaîtra  à  l'évidence  à  ceux  qui 
voudront  prendre  la  peine  de  lire  mon  travail,  que  mes  notations 
sont  beaucoup  plus  simples  que  celles  de  W.  R.  Ha^iilton,  auxquelles 
je  reproche  de  rendre  la  lecture  des  formules  extrêmement  difiîcile. 
I!  faut  qu'un  symbole  soit  transparent  —  si  l'on  me  permet  ce  quali- 
ficatif —  afin  que  l'idée  qu'il  représente  soit  toujours  claire  aux 
yeux  du  lecteur.  Et  peut-être  est-ce  à  ses  notations  que  doit  être 
imputé  le  peu  de  succès  qu'a  rencontré  en  France  et  en  Belgique 
l'admirable  théorie  de  Hamilton. 
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Il  faut  encore  que  je  jusiilie  la  terminologie  que  j'ai  adoptée. 
A  mon  avis,  et  je  ne  fais  là  que  suivre  l'opinion  des  plus  grands 
mathématiciens,  l'Arithmétique  est  la  science  des  nombres  ;  l'Algèbre 
est  la  science  des  équations  et  des  fonctions.  Tous  les  nombres 
sont  donc  arithmétiques,  sans  qu'il  faille  le  dire. 

J'appelle  nombres  algébriques,  par  opposition  aux  nombres 
transcendants,  ceux  qui  sont  racines  d'équations  algébriques,  à 
coefficients  commensurables.  A  un  autre  point  de  vue,  je  divise  les 
nombres  en  deux  catégories  :  les  nombres  naturels  et  les  nombres 
i77iaginés.  Les  premiers  sont  des  mesures  de  grandeurs,  au  seul 
point  de  vue  de  l'étendue  de  celles-ci.  Les  seconds  sont  des  synthèses 
de  deux  idées  :  1°  l'étendue  de  la  grandeur,  2"  sa  situation  par 
rapport  à  l'étalon. 

Les  nombres  naturels  comprennent  les  nombres  entiers,  les 
nombres  fractionnaires  ou  fractions  et  les  tiombres  incom- 
777 ensîirables.  J'ai  préféré  ce  dernier  terme  à  l'expression  no7?ibres 
ii-rationnels  ;  le  mot  i)-rationnel  prend  en  Algèbre  une  signification 
tout  autre  que  celle  qu'il  aurait  ici.  D'ailleurs,  tels  qu'ils  .seront 
définis,  tous  les  nombres  seront  rationnels,  au  sens  strict  de  ce 
mot,  puisqu'ils  auront  une  raison  d'être.  Le  mot  i7icom7nensm'able 
rappelle  d'autre  part  une  propriété  caractéristique  des  grandeurs 
représentées,  puisque  celles-ci  n'ont  pas  de  commune  mesure  avec 
l'unité.  Les  nombres  entiers  et  fractionnaires  constituent  l'ensemble 
des  nombres  co>nme)isu7Y(btes,  terme  qui  se  justifie  de  la  même 
manière  par  l'idée  de  commune  mesure. 

Les  nombres  imaginés  comprennent  les  7iombres  qualifiés  posi- 
tifs et  négatifs,  ou  7iombres  monaires;  les  7unnbres  coïiiplexes 
ou  binaires;  les  no77ibres  surcomplexes  ou  ternaires,  et  les 
quaternions  ou  nombi'cs  quate7maires. 

J'abandonne  donc  l'expression  no7nbres  algébriques  qui  est 
généralement  utilisée  pour  désigner  les  nombres  positifs  et  négatifs, 
et  je  la  remplace  par  "  7iombres  qualifiés  •',  suivant  l'exemple  de 
plusieurs  auteurs  français;  je  les  intitule  aussi  nombres  nionaii^es 
par  opposition  avec  les  nombres  des  catégories  suivantes.  Outre 
qu'ils  renseignent  la  mesure  proprement  dite  d'une  grandeur,  ils  ne 
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sont  chargés  que  d'une  seule  indication  de  situation  :  le  sens  de 
la  grandeur. 

Les  noinbres  complexes  ou  biliaires  sont  les  nombres  appelés 
couramment  imagijiaires;  ils  dépendent  de  deux  autres  nombres; 
ils  sont  chargés  de  deux  indications  supplémentaires  :  le  sens  et  la 
direct  ion  de  la  grandeur  par  rapport  à  l'éialon;  ils  peuvent  être 
mis  sous  la  forme  d'une  somme 

a  +  ix. 

Les  noïnbres  surcomplexes  ou  ternaires  sont  déterminés  par 
trois  nombres;  ils  renseignent  le  sens  et  la  direction  d'une 
grandeur  par  rapport  à  l'étalon,  et  de  plus,  son  orientation  par 
rapport  à  un  plan  de  repère.  Ils  peuvent  se  décomposer  suivant 
la  forme  :  a  +  ix  -\-  JU- 

Enfm  les  quaternions  ou  nombres  quaternaires  dépendent  de 
quatre  nombres,  et  situent  complètement  un  vecteur  ou  un  angle, 
par  rapport  à  un  autre  quelconque,  dans  un  système  de  trois  plans 
de  repère  trirectangulaires  ;  ils  peuvent  s'écrire  : 
«  +  ^'-z"  +  jy  +  ^^- • 

Je  m'excuse  de  ne  pas  parler  des  bi-  et  tri-quaternions.  Je  me 
suis  en  vain  creusé  la  tête  pour  découvrir  ce  qu'ils  pourraient  bien 
servir  à  mesurer.  On  pourra,  si  l'on  veut,  en  faire  des  classes  de 
nombres  irrationnels,  puisqu'ils  n'ont  aucune  raison  d'être,  ou 
encore,  de  nombres  imaginaires  proprement  dits. 

Enfin  je  me  suis  vu  amené  à  introduire  les  notions  de  som7ne 
circulaire,  somme  circidaire  relative,  puissance  directe,  puis- 
sance vo'se,  logarith)ne  dii'ect  et  logarithme  verse  de  quaternions, 
dont  la  justification  se  fera  à  la  lecture,  par  l'usage  qui  en  est  fait. 

Je  me  bornerai  à  citer  ici  la  formule  peut-être  assez  neuve  d'un 
quaternion  en  fonction  des  quatre  nombres  qui  le  déterminent  : 

io 
q  =  Kc      =  ke  = 

)v(cos6  +  i  sinG  cosw  +J  sinO  sinw  cos«p  +  r  sinG  sinw  sino). 
Pour  les  nombres  ternaires,  o  ei:  o  : 

'  f\  'ft .'  ^ 

t  =  Xe  ^  =  le  ^     =  X(cosG  +  i  sinG  cosw  -\-j  sinG  sinw). 

Dans  ces  formules,  r  =^ji. 
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Pour  les  nombres  binaires,  w  =  0  et  ^  =  0  : 

z  =  y^=X(cose  +  isinO). 
Enfin  pour  les  nombres  monaires  (nombres  qualifiés)  : 
0  EE  0,  w  EE  0  et  cp  =  0. 

Sans  doute  trouvera-t-on  dans  mon  travail  ample  matière  à 
critique;  je  suis  loin  de  prétendre  avoir  fait  une  œuvre  parfaite. 
Pourtant,  je  suis  convaincu  que  ceux  qui  me  liront  —  jeunes  et 
vieux,  novices  et  savants  —  en  auront  quelque  plaisir. 

Pour  terminer  ce  long  avant -propos,  je  demande  pardon  à 
MM.  les  logiciens  des  critiques  que  j'ai  formulées  contre  leur 
doctrine,  alors  que  je  suis  grand  admirateur  de  la  fécondité  de 
leurs  méthodes.  Je  tiens  celles-ci  pour  de  puissants  «  procédés 
d'analyse  «,  mais  je  les  trouve...  détestables  au  point  de  vue 
de  l'enseignement. 

Lorsque  M.  Tannery  déclare  :  «  Qu'une  exposition  logique  et 
rigoureuse  de  l'Analyse  doive  être  fondée  essentiellement  sur  l'idée 
de  nombre  entier,  c'est  là  sans  doute  un  point  qu'on  accordera 
volontiers  aujourd'hui...  ",  bien  que  je  n'aie  aucune  autorité  pour 
le  faire,  je  réponds  sans  hésiter  :  «  Non  !  c'est  là  un  point  que  je 
n'accorderai  jamais.  Sans  les  physiciens  et  les  astronomes,  sans 
les  Archlmède,  les  Newton,  les  Laplace,  les  Ampère,  les  Gauss, 
les  Hamilton  et  tant  d'autres,  où  donc  en  serait  actuellement  cette 
Mathématique  dont  vous  méconnaissez  le  véritable  caractère?  Vous 
voulez  en  faire  un  sport  stérile,  alors  qu'elle  doit  être  Voutit  du 
savant  qui  explore  le  monde  physique  dans  lequel  nous  vivons  et 
sans  lequel  aucune  Mathématique  n'est  même  concevable!  » 

E.  DUMONT. 
Mai  1910. 
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PREMIERE  PARTIE 
NOMBRES    NATURELS 


CHAPITRE  PKEMIER 
Généralités  sur  les  grandeurs  et  les  nombres. 

1.  Grandeurs  naturelles.  —  L'idée  générale  de  grandeur 
est  une  notion  primitive,  qui  nous  vient  par  la  vue  de  ce  qui  nous 
environne,  et  que  nous  ne  pouvons  définir  autrement  qu'en  disant: 

Une  grandeur  naturelle  est  toute  chose  décomposable  en 
pairies. 

L'expérience  et  l'observation  nous  donnent  aussi  la  notion  de 
la  variation  des  grandeurs  :  toutes  les  grandeurs  naturelles  sont 
constamment  en  variation.  La  nature  ignore  la  constance. 

L'homme,  ainsi  que  tous  les  corps  naturels,  est  vivant,  c'est-à-dire 
qu'il  subit  les  actions  développées  par  les  autres  corps.  Quelques 
parties  du  corps  humain,  que  nous  appelons  les  organes  des  sens, 
sont,  par  une  longue  pratique,  devenus  les  récepteurs  spéciaux  de 
certaines  de  ces  actions,  ce  qui  fait  que  nous  en  sommes  arrivés  à 
classer  ces  actions  en  prenant- pour  bases  les  modifications  ou 
sensations  grossièrement  différentes  que  les  corps  extérieurs  pro- 
voquent en  nous.  Néanmoins  beaucoup  de  ces  actions  ne  sont  pas 
sensibles  pour  nous.  C'est  ainsi  que  nous  disons  souvent  qu'un 
corps  n'a  pas  changé,  alors  que  ce  corps  a  subi  de  profondes 
perturbations  que  nos  sens  imparfaits  et  discontinus  n'ont  pas 
enregistrées. 

Un  corps  qui  ne  changerait  pas,  serait  un  corps  mort.  Dans  la 
nature,  rien  n'est  mort  ;  tout  vit  et  se  transforme  sans  cesse  suivant 
les  lois  de  l'évolution. 
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Quand  dos  corps  provoquent  en  nous  des  sensations  qui  nous 
semblent  les  mêmes,  nous  disons  que  ces  corps  sont  égaux;  et 
pourtant  ces  corps  et  nous-mêmes  ayant  changé,  les  sensations 
que  nous  éprouvons  no  sont  jamais  comparables. 

2.  (jîraii(loiir»ii  ^éoiiiétrifiuci».  —  Notre  imagination,  quoi- 
que procédant  de  notre  expérience,  devance  celle-ci,  et  crée  des 
figures  idéales,  que  nous  ne  j)arvenons  pas  à  matérialiser,  et  qui 
sont  on  quelque  sorte  les  fantômes  des  grandeurs  naturelles. 
Ce  sont  les  gi^andeurs  géométriques.  Ces  figures,  nées  dans  notre 
cerveau,  sont  parfaitement  soumises  à  notre  volonté.  Nous  les 
soustrayons  aux  lois  de  l'évolution  et  nous  ne  les  faisons  varier 
qu'à  notre  caprice  et  suivant  des  lois  imaginées  également  par  nous. 

Nous  n'inventons  évidemment  que  des  figures  dont  les  propriétés 
pourront  être  attribuées  aux  grandeurs  naturelles  avec  une  suffisam- 
ment grande  approximation. 

3.  La  Géométrie  est  une  partie  de  la  Mathématique  dont  le  but 
est  de  créer  ces  figures  et  d'en  faire  l'étude  au  point  de  vue  des 
sensations  visuelles. 

La  plupart  des  figures  que  nous  imaginerons  présenteront  ce 
caractère,  d'être  décomposables  en  figures  ou  parties  analogues. 
C'est  pourquoi  on  les  appelle  grandeurs  géométriques. 

Dans  tout  ce  qui  suit,  nous  ne  parlerons  —  sauf  avis  contraire  — 
que  des  grandeurs  géométriques. 

4.  CiîraiifldirK  égales.  —  Une  grandeur  A  et  une  grandeur  B 
sont  dites  égales  lorsqu'on  peut  les  faire  coïncider. 

On  écrit  A  =  B.  Le  signe  =  s'énonce  égal. 

5.  Graii«loiir$i^  g^éoiiiélriqiics  lioiiiojs^ène!!^.  —  Lorsque 
des  grandeurs  géométriques  présentant  des  caractères  communs 
sont  telles  que  l'une  quelconque  d'entre  elles  peut  être  décomposée 
en  parties  sufiîsamment  petites,  égales  à  des  parties  de  chacune  des 
autres,  ces  grandeurs  sont  dites  homogènes  ou  de  même  espèce. 
Des  grandeurs  non  homogènes  sont  dites  hétérogènes. 

On  peut  grouper  des  grandeurs  homogènes  en  classes  difiërentes 
par  des  caractères  communs  à  toutes  les  grandeurs  d'une  même 
classe.  On  peut  aussi  réunir  des  grandeurs  hétérogènes  sous  une 
même  définition.  Dans  cet  ordre  d'idées,  on  distinguera  trois  classes 
de  grandeurs  de  nature  bien  distincte  :  les  solides,  les  surfaces,  les 
lignes.  Tous  les  solides  sont  homogènes;  mais  toutes  les  surfaces 
ni  toutes  les  lignes  ne  le  sont  pas. 
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Chaque  espèce  de  grandeurs  sera  définie  en  particulier  dans  le 
<}Ours  de  Géométrie. 

Plusieurs  grandeurs  homogènes  Ai  Ao...A„  sont  parfois  intitulées: 
états  particuliers  pris  d'après  notre  volonté  par  une  grandeur 
variable,  type  de  l'espèce. 

6.  ^oiiiiuo  de  ^raiifleui'N.  —  On  appelle  so)ume  de  plusieurs 
grandeurs  homogènes  Aj  Ao.-.A,,  une  grandeur  constituée  par 
l'ensemble  des  grandeurs  considérées.  On  la  représente  par 

Al  +  A,  +...+  A„. 

Les  signes  +  s'énoncent  plus.  L'ordre  dans  lequel  on  écrit  les 
grandeurs  composantes  n'importent  pas,  car  il  s'agit  d'exprimer 
une  idée  d'ensemble  statique.  Les  nécessités  de  l'écriture  seules 
créent  un  ordre  pour  les   grandeurs. 

La  somme  de  plusieurs  grandeurs  est  évidemment  la  somme 
de  l'une  d'elles  et  de  la  somme  des  autres. 

Toute  grandeur  décomposée  en  parties  est  la  somme  de  ses 
parties. 

7.  I-^quiialoiico.  —  Lorsque  l'on  déplace  des  grandeurs 
homogènes,  leur  somme  ne  reste  pas  égale.  On  dit  qu'elle  reste 
équivalente.  Ainsi  donc,  des  grandeurs  équivalentes  sont  des 
sommes  composées  des  mêmes  grandeurs,  mais  disposées  différem- 
ment. L'équivalence  s'écrit  comme  l'égalité. 

8.  Illégalité.  —  Pour  modifier  une  grandeur  —  dont  on  ne 
considère  pas  la  position,  —  de  telle  manière  qu'elle  ne  reste  ni 
égale  ni  équivalente,  il  faut,  ou  bien  lui  adjoindre  une  nouvelle 
grandeur  de  même  espèce,  ou  bien  lui  enlever  une  de  ses  parties. 

On  dit  qu'une  grandeur  A  est  plus  grande  qu'une  grandeur  B 
lorsqu'elle  est  la  somme  de  B  et  d'une  grandeur  C.  On  dit  aussi 
que  A  est  supérieure  à  B.  On  écrit  A  >  B. 

Dans  la  même  circonstance  on  dit  que  la  grandeur  B  est  plus 
petite  que  A,  ou  qu'elle  lui  est  inférieure.  On  écrit  B  <  A, 

On  emploie  ces  locutions  lorsque  C  ne  joue  aucun  rôle  dans 
la  question. 

Ainsi  donc,  au  point  de  vtie  de  A  et  de  B,  les  écritures: 
A  =  B  +  C,  A  >  B,  B  <  A, 

sont  synonymes. 

Les  grandeurs  A  et  B  sont  dites  inégales. 

E.  DuMONT.  Arith.métique  Générale.  2 
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Une  çirandeur  A  est  dite  comprise  ou  intennrdiaire  entre 
des  (jiandeurs  B  et  C  inégales,  lorsqu'elle  est  supérieure  à  la 
plus  petite  C  par  exemple,  et  inférieure  à  la  plus  grande  B, 

On  écrit  C<A<B        ou        B>A>C. 

9.  Remarque.  —  Dans  les  considérations  générales  qui  suivent, 
le  mot  égal  est  souvent  employé  dans  le  sens  de  "  égal  ou 
équivalent  »,  c'est-à-dire  non  inégal. 

10.  Théorème.  —  Lorsqu'on  ne  connaît  pas  le  sens  de  l'inéga- 
lité entité  des  grandem^s  B  et  C,  les  inégalités  C  <  A  e^  A  <  B 
entraînent  C  <  B. 

En  effet,  C  <  A  signifie  A  =  C  -f  C 
et  A  <  B  B  ==  A  -h  A'. 

Donc  B  ==  C  +  C  +  A'        ou        B  >  C. 

11.  Théorème.  —  Si  des  gra7ideurs  sont  respectivement 
moind}-es  que  d'autres,  leur  somme  est  moindre  que  la  somme 
de  ces  autres. 

Ainsi,  si  Ton  a:  A  <  A',  B  <  B',  C  <  C'...,  on  aura 

A  +  B  +  C...  <  A'  4-  B'  +  C... 
En  effet,  on  a  par  hypothèse: 

A'  =  A  +  A",     B'  -  B  +  B",     C  =  C  +  C"... 
Donc  A'  +  B'  +  C  +  ...  ^  A  +  A"  +  B  +  B"  +  C  -f  C"  +  .., 
=  (A  -I-  B  +  C.)  +  (A"  +  B"  +  C"...) 
ou  A  +  B  +  C...  <,  A' 4-B' +  C'... 

On  énonce  ce  fait  en  disant  (jue  Von  peut  additionner  membre 
à  membre  des  inégalités  de  même  sens  existant  entre  des- 
grandeurs. 

12.  Dîffloroiiee  de  fvi's>i><leiirs.  —  Si  une  grandeur  A  est 
égale  à  la  somme  des  grandeurs  B  et  C,  C  est  appelée  différence 
de  A  et  B.  On  écrit  C  =  A  —  B.  Le  signe  —  s'énonce  moins.  B  est 
aussi  la  différence  de  A  et  C  :  B  =  A  —  C. 

13.  Remarque  I.  —  Si  des  grandeurs  A  et  B  sont  inégales,  il 
existe  une  grandeur  C  qui  est  leur  différence,  ou  Vexcès  de  la 
plus  grande  sur  la  plus  petite. 

14.  Remarque  II.  —  Lorsiiue  A  =  13,  on  dit  (lue  la  différence  de 
A  et  B  est  nulle.  Un  écrit  A  —  B  =  0.  Le  signe  0  s'énonce  zéj^o. 

15.  Théorème.  —  Lorsqu'une  grandeur  A  est  comprise  entre 
des  gimndeurs  B  et  C,  la  différence  entre  cette  grandeur  et 
l'une  quelconque  des  grandeurs  qui  la  compi^ennent  est  plus 
petite  que  la  différence  entre  celles-ci. 
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Si  l'on  a:  C  <  A  <  B,  on  a  aussi: 

A  =  C  +  C      et     B  ==  A  4-  A'  =  C  +  C  +  A'. 
Donc  A  —  C  =  C      B  —  A  —  A'      et      B  —  C  =  C  +  A'. 
Donc  A  —  C<B  —  C       et      B  —  A<B  —  C. 

16.  Cira  II  (Ion  1*»^  ooiitiniios.  —  Toute  grandeur  étant,  par 
définition,  décomposable  en  parties,  dont  elle  est  d'ailleurs  la 
somme,  nous  appellerons  grandeur  continue  une  grandeur  qu'il 
n'est  pas  possible  de  décomposer  en  parties  isolées,  sans  déplacer 
l'une  d'elles. 

17.  Grandeurs  diree^onient  niesiirable^^.  —  Nous 
appellerons  ainsi  des  grandeurs  homogènes  continues,  appartenant 
à  une  même  classe,  définie  de  telle  sorte  qu'on  ne  puisse  plus  y 
introduire  aucune  classification  nouvelle  basée  sur  des  caractères 
de  forme  ou  de  propriétés  générales,  et  telles  que  plusieurs  quel- 
conques d'entre  elles  puissent  toujours  être  disposées  —  sans  qu'on 
en  modifie  la  forme  —  de  manière  que  leur  somme  soit  une  grandeur 
de  leur  classe. 

18.  Conséquences.  —  I.  Toute  grandeur  directement  mesurable  est 
décomposable  en  parties  qui  sont  des  grandeurs  de  la  même  classe 
qu'elle-même.  Car,  s'il  en  était  autrement,  soit  G  une  grandeur  non 
décomposable  en  parties  de  la  même  classe;  soient  G'  et  G"  des 
grandeurs  de  la  même  classe  que  G  :  leur  somme  peut  être  mise 
sous  la  forme  d'une  grandeur  G'"  de  cette  classe,  par  définition. 
Ainsi,  dans  la  même  classe  il  y  aurait  des  grandeurs  décomposables 
(telles  que  G'")  et  d'autres  (telles  que  G)  non  décomposables  en 
parties  appartenant  à  cette  classe.  Il  y  aurait  donc  là  matière  à 
classification  nouvelle,  ce  qui  est  contraire  à  la  définition. 

Pour  le  même  motif,  si  G  =  G'  +  G",  et  si  G  et  G'  sont  d'une 
même  classe  de  grandeurs  directement  mesurables.  G"  sera  égale- 
ment une  grandeur  de  cette  classe. 

19.  IL  Des  grandeurs  directement  mesurables  appartenant  à 
une  même  classe  ne  sauraient  être  équivalentes  sans  être  égales. 
En  efiet,  puisqu'elles  sont  équivalentes,  elles  sont  composées  des 
mêmes  parties,  disposées  difiëremment ;  si  elles  n'étaient  pas  égales,, 
elles  auraient  donc  une  forme  difiérente  ;  et  par  suite,  elles  auraient 
des  propriétés  difiërentes  basées  sur  des  caractères  de  forme,  ce 
qui  va  à  rencontre  de  la  définition. 
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20.  ;il«»wMi*o  «■''■iiio  ;:^raii(loiir.  —  Mesurer  une  grandeur  c'est 
la  déterminer  avec  précision,  à  divers  points  de  vue,  par  rapport 
à  une  autre  grandeur  connue  ou  spécifiée,  laquelle  est  nécessaire- 
ment homogène  avec  la  grandeur  mesurée,  et  que  nous  appellerons 
grandeur-unité  ou  grandeur-étalon. 

Cette  détermination  sera  réalisée,  lorsque  l'on  connaîtra  le  traite- 
ment qu'il  faut  appliquer  à  l'étalon  pour  obtenir  la  grandeur 
considérée. 

21.  i\<»iiil>r4'  OBI   rapport   clc^  iloiix   ^raiifloiirtii.  —  Le 

concept  schématique  de  ce  traitement  porte  le  nom  général  de 
nombre.  Pour  deux  grandeurs  particulières,  ce  nombre  s'appelle 
mesure  de  la  première  grandeur  par  rapport  à  la  seconde, 
ou  encore,  rapport  des  deux  grandeurs  (en  énonçant  la  grandeur- 
étalon  en  second  lieu). 

La  mesure  de  la  grandeur  A  par  rapport  à  la  grandeur  B,  ou 
le  rapport  de  A  à  B  se  représente  par  les  notations  : 

-^ 

mes  A  ou  -r-- 

B  B 

Ce  derniei"  symbole  s'énonce  A  sii)'  B. 

22.  Remarque.  —  Quel  que  soit  le  point  de  vue  auquel  nous  nous 
placerons,  nous  verrons  par  la  suite  qu'un  nombre  est  inhabile  à 
déterminer  la  forme  d'une  grandeur.  La  précision  dont  il  est 
question  n'est  donc -que  relative.  Seules,  les  grandeurs  directement 
mesurables  pourront  être  déterminées  avec  une  précision  absolue, 
et  cela  parce  que,  dans  une  même  classe  de  ces  grandeurs,  il  n'existe 
pas  de  grandeurs  équivalentes  (19). 

23.  La  Physique  étudie  les  grandeurs  naturelles;  la  Géométrie 
défmit  et  étudie  les  grandeurs  géométriques;  V Arithmétique  définit 
et  étudie  les  diverses  catégories  de  nombres. 

24.  \ouil»ros  é^aiix,iiiôjs^aiix,  îiivorsos. —  Deux  nombres 
sont  dits  égaux  lorsqu'ils  sont  les  mesures  de  deux  grandeurs 
égales,  par  rapport  à  un  même  étalon. 

Un  nombre  est  dit  plus  grand  ou  plus  pjetit  qu'un  autre  nombre, 
lorsqu'il  est  la  mesure  d'une  grandeur  plus  grande  ou  plus  petite 
que  celle  dont  l'autre  nombre  est  la  mesure,  l'étalon  étant  le  même 
pour  ces  deux  mesures.  Ces  nombres  sont  dits  inégaux. 

On  appelle  nombres  i)ii'erses,  deux  nombres  tels  que  4-  et  — - 
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25.  Produit  crime  g;raiicleiir  par  un  nombre.  —  Un 

nombre  étant  déterminé  comme  étant  la  mesure  d'une  grandeur  Aj 
par  rapport  à  une  grandeur-étalon  A,  multiplier  une  grandeu?^ 

G  pcœ  le  nombre  ^  c'est  appliquer  à  G  le  même  traitement  qui, 

appliqué  k  A,  fournit  Aj.  Le  résultat  est  une  grandeur  Gi  dont  le 

\ 

nombre  —^  est  la  mesure  par  rappoi^t  à  G. 
A 

La   grandeur  Gj  s'appelle  produit  de  la  grandeur  G  par  le 

nombre  '--^• 

A 

On  la  représente  par  le  symbole  G  x  t^  qui  s'énonce  G  multiplié 

A. 

par  ^—^  ;  ou  bien  encore  par  le  symbole  y^  G. 

A  A 


On  a  donc  : 


Gi  =  G  X  4^  =  ^  G. 
A  A 


D'après^  cela,  on  a  évidemment  : 

Gj  =  G  X  ^  =  ^  G. 

26.  Remarque.  —  Il  n'est  pas  toujours  possible  de  multiplier  une 
grandeur  par  un  nombre,  ainsi  que  nous  le  verrons  dans  la  théorie 
des  quaternions.  Nous  aurons  soin  de  démontrer  que  cette  opération 
est  toujours  possible  pour  les  autres  nombres  et  les  grandeurs 
directement  mesurables. 

27.  Remarque.  —  Par  définition  (24),  deux  nombres  sont  dits- 
égaux  lorsqu'ils  sont  les  mesures  de  deux  grandeurs  égales,  par 

C  4 

rapport  à  un  même  étalon.  Les  nombres  — ^  et  7^  sont  donc  égaux, 

G         A 

puisque  chacun  d'eux  est  la  mesure  de  Gj  par  rapport  à  G. 

28.  Théorème.  —  Les  produits  d'une  grandeur  quelconque  G 

par  deux  nombres  égaux  ^^  et  :pr-  sont  deux  grandeurs  égales. 

En  efïét,  si  ^~  =  — \  on  sait  par  hvpothèse  que  ces  deux  nombres 
A         B 

sont  chacun  la  mesure  d'une  grandeur  Uj  par  rapport  à  un  étalon  U. 

Donc  ^-^^  et         ^  -  ^^ 

Donc  A    "^  U  ^^  B    ~  U  • 

\, 

Multiplier  G  par  —^  c'est  lui  appliquer  le  même  traitement  qui, 
A 

appliqué  à  U,  donne  l\. 
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Multiplier  G  par  r-^  c'est  encore  lui  appliquer  le  même  traitement. 

Donc,  les  résultats  sont  égaux,  et  l'on  peut  écrire  : 

Al  ^       Bi  Ui 

-^   G-.-G  =  ^G. 

29.  ^îoiiiiiic  «le  plusi«»iirs  nombres.  —  Soient  les  nom- 
bres—^  :5^>  TT""  et  une  grandeur  quelconque  G  que  l'on  puisse 

ABC 

multiplier  par  chacun  d'eux.  Soient  Gj,  Go,  G3....  les  produits. 

On  a:       G^  =  ^'  G  G.,  =  |'  G  G^  =  ~'^  G, 

pt  Gi^Ai  ^^?i  ^=^ 

G         A  G         B  G         C 

Le  nombre     ^'      — -  "*"    '^  '  '  '    s'appelle    somme    des    nombres 
G 

considérés  et  se  représente  par  le  symbole  ^^  +  ^^  +  t^---- 

A  x>  C 

La  somme  de  plusieurs  nombres  est  la  mesiire,  par  rapport 
au  même  étalon,  de  la  somme  des  grandeurs  dont  ces  nombres 
sont  les  mesures. 

30.  La  somme  de  plusieurs  nombres  ne  change  pas  si  l'on  remplace 
ces  nombres  par  des  nombres  égaux.  Cela  résulte  du  théorème 
précédent  (28), 

On  a  donc: 

Al   ,   Bi    ,    Cl   ,  Gi   ,   G2   ,   G,   ,  Gi  +  G.  +  G3  +. . . 

i"  7^  "T  •  •  •  —  7^ — r  7;- 


A     '   B     '    C     '       ■       G     '   G     '   G     '    '■■  G 

Cotte   somme   ne  change   pas   non   plus,    si   l'on   remplace   des 
nombres  qui  la  constituent  par  leur  somme. 

Ains^  ^1   .   î^^  4_  Ci_Ai^Bi       Cl 

^'""^^  r  +  B"  +  C"  -  A  +  i,B"  +  C 

Cela  résulte  de  la  même  propriété  que  possède  une  somme  de 
grandeurs. 

31.  Théorème.  —  La  somme  de  plusieurs  nombres  est  indé- 
pendante de  la  grandeur  G  qui  a  servi  à  la  définir. 

Soient  les  nombres  -^^  Tr->  -r-  •  •  dont  la  somme 
ABC 

Al    ,    Bi        C, 

A    +  B    +  C   + 
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est  définie  par  les  relations  : 

Gi  =  ^'  G         G,  =  |i  G  G3  ^  ç^  G 

^^  ^  +  ^4.Ci        _Gi+G,-4-G3... 


A     '  B     '    C  G 

Soit  H  une  grandeur  autre  que  G,  pour  laquelle  on  ait: 

Je  dis  que  les  nombres 

Gi  +  G.  +  Go  .  ■ .        .      Hi  +  H,  +  H3  ... 

— =7; et     — 77 ^ sont  égaux. 

G  xi 

En  effet,  on  a  (27): 

Gi  _  Hi  _  Al 
G         H         A 

Donc,  en  vertu  du  théorème  (28)  : 


de  même: 


Donc 


H.^§^H; 


H,  =  ^^H        et        Hs^^'H. 


Hi  +  H,  +  H3...==|'H  +  |?H  +  ^^H. 


et  par  définition  (29): 

Hi  -f  H.3  +  H3.  ■ .  _  Gi       G.3       G3       _Gi-fG,  +  G3... 
H  G  ^G  ~^G      *  G 

32.  Théorème.  —  La  somme  de  plusieurs  nombres  est  indé- 
jjendanie  de  Vordre  dans  lequel  on  les  considère,  lorsque  la 
somme  des  grandeurs  auxquelles  ils  se  rapportent  est  indé- 
pendante de  Vordre  dans  lequel  on  considère  ces  grandeurs. 

En  effet,  si  Gi  -[-  G^  +  G3 . . .  est  une  grandeur  indépendante  de 

c    — l—  c    —I—  c 
l'ordre  des  grandeurs  qui  la  constituent,  le  nombre  —^ pr 

«n    sera   également   indépendant  ;   donc,    il    sera   indépendant    de 

Gi     G2     G; 
G  '    G  '    G 


c       c       C 

l'ordre   dans   lequel   on  considère    les    nombres    ^7^5    -pr'    tt   0^ 


Al     B.     Cl 
A  '    b"'    g' 
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33.  Théorème.  —  Le  produit  d'une  grandciu'  pai'  une  somme 
de  ])hi.si('H)\s  nombres  est  cf/al  à  la  somme  des  produits  de 
cette  grandeur  par  chacun  des  nombres  considérés. 

Si  l'on  désigne  par  G'  la  somme  Gj  +  Go  +  G3...  on  a: 

Par  définition  (29)  on  a  alors: 


d'où 


A    "^  B   "^  C  '"      G 


34.  DiflV'^rciK'o  «lo  iloiix  ii<»iiil>i*eM.  —  Théorème.  —  Pour 
qu'un  nombre  soif  plus  grand  qu'un  autre,  il  faut  et  il  suffit 
qu'il  soit  égal  à  la  somme  de  cet  aidre  et  d'un  troisième  nombre. 

1°  La  condition  est  nécessaire: 

Soient  les  grandeurs  Gj  >  G,,  et,  par  suite  (24),  les  nombres 

G   ^  G  ' 

on  aura  (8) 

Gi  =  Go  -|-  G3, 
d'où  (29) 

Gl    ^    Gg  Gg 

G        G   "^G  ' 

2°  La  condition  est  suliisante: 

Si  l'on  a  ^^  =  h  +  ^, 

A       B  ^C 

on  aura  (33) 


Al  p  _  Bi  Cl 

^G-j^-G  +  ^G, 


011(8)  ^iG>^G. 

A  B 


Donc  (24)  -  l  >  ^^ 

^     ^  A    ^  B 


Al  Bi 

Ai       B^ 
A    ^  B  • 

35.  Corollaire  L  -  Si  ^  >  ^\  c'est-à-dire  si  ^  =  ^  et|-^  =.  ^^ 
A         Jts  A         G         B         Or 

en  môme  temps  que  Gj  >  G.,,  quelle  que  soit  une  grandeur  H  que 

l'on  puisse  multiplier  par  ces  nombres,  on  aura: 
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En  effet,  en  yertu  du  théorème  précédent  (34): 

A        B   "^        G        ' 

donc  (33) 

Â^-B^^  +  — ^^^' 
d'où  *Al  H  >  ?^  H. 

A  D 

36.  Corollaire  II.  —  Le  nombre     '     — ^"  est  indépendant  de  la 
grandeur  G. 

Il  suffit,  pour  s'en  rendre  compte,  de  poser 

Hi  =  ^H=.^H,     H,  =  |iH  =  ^H,     et     H3  ^  H^  -  H,. 

On  aura  en  vertu  du  corollaire  précédent  (35)  : 

Gj  —  G.,  Gj  —  G.,       Hj  —  H2 

H,  =^  — H      ou      — =  — -■ 

'g  g  h 

37.  Définition.  —  Il  existe  donc  un  nombre  unique  tel,  que  la 

■p  A 

somme  de  ce  nombre  et  de  -~  soit  égale  à  't^- 

a  A 

\        B 

Ce  nombre  s'appelle  difTérence  des  nombres  ^  et  -  -  ou  excès  du 

A  D 

plus  grand  de  ces  deux  nombres  sur  le  plus  petit.  On  le  représente- 

par  le  symbole  -  -  —  —• 
A         B 


On  a  donc  l'identité 


A        B  y  "^  B        A  ' 


La  différence  de  deux  nombres  est  la  mesure,  par  rapport 
au  même  étalon,  de  la  différence  des  grandeurs  dont  ces^ 
7i07nbres  sont  les  mesures. 

38.  D'où  il  résulte  encore  que  le  produit  d'une  grandeur  par  la 
différence  de  deux  nombres  est  égale  à  la  difféo-ence  des 
produits  de  cette  grandeur  par  chacnn  des  deux  nombres. 

39.  Produit  clo  pliiMiciirN  nonibreij^.  —  Considérons  de& 

nombres  '—^■>  :=-■>  -r^ rangés  dans  cet  ordre.  Soit  G  une  grandeur 

ABC 

quelconque,  que  l'on  puisse  multiplier  par  -^^  et  soit  Gj  =  -  '  G. 

A  A 
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Kn  supposant  (lu'on  puisse  cneclucr  ces  dillerents  produits,  soient: 
G2  =  g   G,        G3=-  ç^  G,,  etc.. 

,.       G, 
La  mesure  de  G;,  par  rapport  a  G  est  un  certain  nombre  ^  que 

ARC 

l'on  appelle  jn-oduil  des  nomh^es  -r^»  ^^  ^'   rangés   dans   cet 
ordre.  On  le  représente  par  les  symboles  : 


G3        Al       Bi       Cl  Al   Bi    Cl 

G^A^B^c     «^    r'B-(r 


On  a  donc: 


Bi^Ai     \  Al  Bi_/Ai_Bi\ 


„.   YAi   BA    1      [/-Al  ^  BA  Cil      _  (k, .  Bi .  ÇiA 

\     B     C 
Les  nombres  '-^■>  r-^»  -^  sont  appelés  facteurs  du  produit. 
A     B      C 

On  voit  que  le  produit  de  plusieurs  facteurs  est  le  nombre  obtenu 
en  faisant  le  produit  du  premier  par  le  second,  le  produit  du  résultat 
par  le  troisième,  et  ainsi  de  suite  jusqu'au  dernier  facteur. 

G  \ 

40.  Remarque.  —  De  ce  que   ;;r^  G  =  ^  G,  on  déduit  (28)  : 

G  A 

Gi   Go  ^        Al   Bi  Go  ^ 

G,   Go        Go 
""  G  •  g;  =  G 

41.  Théorème.  —  Le  produit  de  deux  nombres  est  indépendant 
de  la  (j)iindew  qui  a  seo^vi  à  le  définir. 

Soient  les  nombres  ^  et  z^-,  et  leur  produit  — ^-  ■=-  défini  par 
A  B  A     li 

les  relations: 

P         Al  p         Bi  Al  Bi        G, 

^'^==r-^      ^-^^b"^^     â'b-^g" 

Soit  H  une  grandeur  autre  que  G, 

ei  soient  Hi  =  ^  H         Ho  =  ^  Hi. 

A  "        B 

H  C 

Je  dis  que  les  nombres  r-^  et  -^  sont  égaux. 

H  G 


On  a  en  efiet: 


Hi  ^  Gi  _  A_i  "Ha  _  G_o  _  Bi 

H   ~  G  ~  A  Hi  ~"  Gi  ~  B  ■ 


GENERALITES    SUR  LES   GRANDEURS   Eï   LES   NOMBRES.  13 


Donc         H,  =  ^H      et      H^  =  ^^  H,  =  ^ 

OU   (40)                         H,  =  |l.§^H  =  |-^H. 

T-,              .          ,             Ho       Go       Al   B] 
Par  conséquent             -^  =  — r  =  -i.  — i. 

H           (jr          A      15 

Le  théorème  s'étendra  successivement  à  un  produit  de  plusieurs 
nombres. 

42.  Théorème.  —  Un  produit  de  plusieurs  nombres  ne  change 
pas  lorsque  Von  remplace  des  facteurs  par  des  nombres  qui 
leur  sont  égaux. 

Cela  résulte  de  la  définition  même  et  du  théorème  (28). 

Ainsi  on  a-      ^.^.*^  .1^  ^  ^.^A.^.  ^  = -". 
A    B     C     D        G     Gj   G2    G3       G 

43.  Théorème.  —  Un  produit  de  plusieurs  facteurs  ne  change 
pas  lorsque  Von  remplace  des  facteurs  consécutifs  par  leur 
produit. 

Ainsi  'il.li.Çi.D,_A,       /B,  C_A       D,_ 

On  a  en  effet  : 

A        V.B     C  y       D        G        VGi   gJ       G3       G     G^   G3       G 

44.  Remarque.  —  On  observera  que  pour  représenter  le  produit 
d'une  grandeur  par  un  nombre,  on  écrit  celui-ci  en  second  lieu, 
lorsque  l'on  marque  le  signe  x .  Au  contraire,  on  écrit  le  nombre 
-en  premier  lieu  lorsque  l'on  supprime  le  signe  X .  Cette  dernière 
écriture  est  conforme  au  langage  ordinaire.  Pour  représenter  un 
produit  de  plusieurs  nombres,  on  écrit  toujours  ceux-ci  dans  l'ordre 
où  on  les  considère. 

45.  Quotient  on  rapport  <lo  doux  nombres. 

Théorème.  —  Deux  nombres  étant  considérés  dans  un  certain 
ordre,  il  existe  un  troisième  nombre  et  un  seul  tel,  que  le 
produit  du  second  nombre  par  ce  troisième  est  égal  au 
premier. 

A  R 

Soient  les  nombres  -r^  et  =-i  • 
A  B 

Soit  G  une  grandeur  que   l'on  puisse  multiplier  par  ces  deux 

\  R 

nombres,  et  soient       G^  =  ^  G  G2  =  ^5^  G. 

A  D 
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Lo  nombre  -^  répond  à  la  (lucstion.  On  a  en  effet: 
O2 

B        G„  '    G        Go       G        A  ' 
Ce  nombre  est  le  seul  qui  jouisse  de  cette  propriété;  car,  pour 

,       ^\  ,  ^  B,       Cl       Al 

tout  nombre  —  tel  que  fr  X  p-  =  t-' 

/  R  \    C  \ 

on  doit  avoir  (  ^  ^  r  J  C  ^  ^  ^  Â^ 

ou  G.  X  ^  =  Gi,       ou  encore        -^  =  -^. 

0  C         G2 

46.  Définition.  —  Le  seul  et  unique  nombre  tel  que  le  produit  de- 

B  A 

=ri  par  co  nombre  est  égal  à  ^,  s'appelle  rapport  ou  quotient  des 
B  A 

.        Al     ,  Bi 
nombres  ~  et  ^r^- 

On  le  représente  par  le  symbole  —^ 

Ëi 

B 
On  a  donc  par  définition  : 

B        B,       A 
B 

Le  quotient  de  deux  nombres  ne  change  pas  lorsque  l'on  remplace- 
ces  nombres  par  des  nombres  égaux.  Il  est  indépendant  de  la 
grandeur  G  qui  a  servi  à  le  définir;  cela  résulte  de  la  deuxième- 
partie  du  théorème  (45). 

47.  Théorème.  —  Le  o^apport  de  deux  grandeurs  est  égal  au 
quotient  de  leurs  jnesures  par  rapport  à  un  même  étalon. 

On  a  efiet  : 

A,       G,  „  ^         B,       G., 

7-5  =  TT*  "=  mes  Gi  et        TT  =  V'  =  mes  G.,  ; 

A        G  G    '  B        G  G   -' 

Q        mes  Gi 

donc  ^  = —  =  mes    G,. 

G.3      mes  G,  G., 

a    - 

48.  Corollaire.  —  On  déduit  de  là  la  formule  importante: 

mes  Gi  =  mes  Go  X  mes    Gi. 

G     '  G     '^  Go 
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49.  l'iiîté.  Pliiraliti^.  —  Toute  chose  qui  s'énonce  au  moyen 
•d'un  substantif  précédé  de  l'article  indéfini  uyi  possède  un  caractère 
•que  l'on  exprime  au  moyen  des  mots:  individualité,  entité,  ou 
unité. 

Nous  ne  pouvons  prendre  conscience  d'une  notion  quelconque 
sans  prendre  en  même  temps  la  notion  opposée.  La  notion  d'unité 
\'a  donc  de  pair  avec  la  notion  de  pluralité,  laquelle  nous  vient 
par  la  vue  de  tout  ce  qui  s'exprime  au  moyen  d'un  substantif 
précédé  de  l'article  des  ou  de  l'adjectif  plusieurs. 

50.  Le  mot  somme  synthétise  les  deux  idées  de  pluralité  et 
d'unité  appliquées  à  plusieurs  objets. 

La  somme  de  plusieurs  objets  homogènes  (grandeurs  géométriques 
ou  corps  naturels)  est  donc  une  unité;  on  lui  donne  le  nom  de 
collection  lorsque,  en  fait  ou  par  la  pensée,  on  conserve  à  chaque 
objet  constituant,  son  individualité  propre.  Pour  les  corps  naturels, 
le  mot  somme  n'est  pas  d'usage  courant;  ces  corps  ne  peuvent  en 
général  pas  être  réunis  en  un  corps  unique;  le  mot  collection 
■convient  seul  dans  ce  cas;  mais  le  plus  souvent  on  emploie  des 
mots  spéciaux  :  compagnie,  régiment,  société,  rangée,  poignée,  tas, 
flotte,  etc.  Les  objets  constituant  la  collection  ne  sont  ni  identiques, 
ni  homogènes  en  eux-mêmes;  mais  lorsque  l'on  se  contente  de  les 
désigner  par  un  même  nom  générique,  on  les  dépouille  de  tout 
caractère  distinctif,  et,  par  le  fait,  on  en  fait  des  corps  homogènes 
et  même  identiques. 

51.  \'oiiibi*o  eiitioi*.  —  Imaginons  une  collection  d'objets 
homogènes  (corps  naturels  ou  grandeurs  géométriques)  et  suppo- 
sons que  nous  puissions,  en  fait  ou  par  la  pensée,  modifier  la 
nature  de  ces  objets,  sans  pourtant  que  ceux-ci  perdent  leur 
€aractère  d'unités.  (La  nature  ne  nous  présente  pas  d'autres 
collections.) 

Chaque  modification  nous  donnera  une  nouvelle  collection  ;  mais 
deux  quelconques  de  ces  collections  présenteront  ce  caractère  qu'à 
chaque  objet  de  l'une  on  pourra  faire  correspondre  un  objet  de 
l'autre,  et  cette  correspondance  sera  parfaite  et  réciproque,  c'est- 
à-dire  s'étendra  à  tous  les  objets  des  collections  considérées. 
On  exprimera  ce  fait  en  disant  que  toutes  ces  collections  ont  le 
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même  nombre  d'objets,  puisque  l'idée  déterrainatrice  de  chaque 
collection  par  rapport  à  l'un  quelconque  de  ses  objets  est  la  même 
pour  toutes. 

Le  nombre  des  objets  d'une  collection  est  donc  le  concept  schéma- 
tique ou  résumé  mental  qui  seul  reste  commun  à  toutes  les  collections 
que  l'on  peut  former  en  modifiant  la  nature  des  objets  de  la  collection 
considérée. 

Ce  nombre  est  appelé  nombre  entier. 

Si,  jiar  la  pensée,  nous  débarrassons  chaque  objet  de  tous  les 
caractères  qui  le  définissent,  sauf  de  son  caractère  d'individualité, 
chaque  objet  se  réduira  à  ce  dernier  caractère  seul,  qui  devient 
ainsi  un  être  abstrait  que  l'on  appelle  le  nombre  un,  ou  unité. 

La  collection  des  objets  primitifs  est  devenue  alors  une  collection 
d'unités,  laquelle  possède  le  même  nombre  d'objets  que  la  collection 
initiale.  En  réalité,  la  collection  est  devenue  par  cette  abstraction  le 
caractère  même  qu'elle  possédait  indépendamment  de  la  nature  de 
ses  objets;  c'est-à-dire  qu'elle  est  devenue  le  nombre  de  ses  objets. 

On  peut  donc  dire  qu'z<n  nombre  entier  est  une  collection 
dhinités. 

Ces  unités  sont  identiques,  puisque  chacune  est  le  nombre  un, 
c'est-à-dire  le  caractère  commun  à  tous  les  objets  isolés  :  leur 
caractère  d'individualité. 

Un  nombre  entier  est  aussi,  comme  toute  collection,  la  somme  de 
ses  unités. 

52.  Remarque.  —  Considérer  le  nombre  des  objets  d'une  collection, 
indépendamment  de  la  nature  de  ces  objets,  est  une  abstraction 
familière  à  notre  esprit,  et  analogue  à  ces  autres  abstractions  qui 
consistent  à  ne  considérer  que  la  couleur  ou  la  forme  d'im  corps. 

Cette  abstraction  permettra  d'étudier  les  propriétés  des  grandeurs 
dans  tout  ce  qui  ne  dépend  ni  de  leur  nature  particulière  ni  de  leur 
forme  générale. 

53.  I]ii  ■'«'«■«iiiik''  : 

1"  Le  nombre  un  ou  unité  est  une  entité  abstraite  conçue  par 
notre  esprit  comme  schème  de  tout  objet  isolé. 

2°  Un  nombre  entier  est  une  collection  d'unités,  schème  de  toute 
collection  d'objets  avec  laquelle  elle  correspond  parfaitement. 

54.  I\iiiiiératioii.  HvniholoM.  —  L'homme,  pour  commu- 
niquer avec  son  semblable,  doit,  par  des  moyens  quelconques, 
impressionner  l'un  des  organes  récepteurs  de  celui-ci.  Les  organes 
récepteurs  sont  pour  l'homme  des  générations  actuelles  les  organes 
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des  sens.  Au  point  de  vue  de  leur  plus  ou  moins  grande  aptitude 
à  nous  transmettre  les  phénomènes  extérieurs,  nos  sens  peuvent 
être  classés  dans  l'ordre  décroissant  suivant  :  la  vue,  l'ouïe,  le  tacty 
l'odorat  et  le  goût.  Les  deux  derniers  sont  rudimentaires  che^ 
l'homme  actuel.  Le  tact  ne  peut  être  utilisé  qu'à  très  courte  distance 
et  n'est  pas  très  développé  non  plus.  La  vue  et  l'ouïe  jouent  le  rôle 
principal  dans  les  communications. 

Un  homme  communique  donc  ses  idées  à  un  autre  homme,  en  lui 
faisant  voir  ou  en  lui  faisant  entendre  des  objets  ou  des  bruits 
symboliques  et  le  plus  souvent  conventionnels,  représentant  les- 
idées  en  question. 

L'homme  normal  est  parvenu  par  son  industrie  à  rendre  ses- 
communications  très  rapides,  en  organisant  méthodiquement  les 
symboles  à  utiliser. 

Les  enfants  doivent  être  initiés  dès  leur  plus  jeune  âge  à  la 
connaissance  et  à  l'emploi  de  ces  systèmes  de  symboles. 

Les  deux  systèmes  principaux  sont  le  langage  et  l'écriture.  Le 
langage  l'emporte  sur  l'écriture,  bien  qu'il  s'adresse  à  l'ouïe,  moins 
développée  que  la  vue,  à  cause  de  la  plus  grande  rapidité  dont  il  est 
susceptible. 

Il  ne  serait  pas  opportun  de  nous  livrer  ici  à  une  discussion 
approfondie  et  détaillée  des  deux  systèmes  et  de  leurs  variantes. 
L'écriture  sera-t-elle  abandonnée  tout  à  fait  un  jour?  C'est  peu 
probable,  malgré  les  progrès  du  téléphone  et  du  phonographe. 
Peu  importe  d'ailleurs.  Dans  l'état  actuel,  toutes  nos  idées  d'usage 
courant  sont  représentées  chacune  par  un  symbole  parlé  et  par  un 
symbole  écrit.  Les  mots  grandeur,  nombre,  unité,  somme,  sont  des 
symboles  parlés.  Les  signes  A,  B,  +,  =,  <,  —  sont  des  symboles  écrits. 

En  Géométrie  on  donne  des  noms  particuliers  aux  différentes 
espèces  de  grandeurs.  Quant  aux  grandeurs  particulières  dans 
chacune  de  ces  espèces,  elles  n'ont  pas  reçu  de  noms  particuliers; 
il  est  aisé  de  comprendre  l'impossibilité  d'une  pareille  dénomination. 
Dans  chaque  étude  spéciale,  on  désigne  les  grandeurs  particulières 
par  des  lettres  A,  B,  C,  ou  d'autres  signes  à  convenir  chaque  fois. 

En  Arithmétique,  il  a  fallu  organiser  systématiquement  les  sym- 
boles représentatifs  des  nombres,  non  seulement  dans  le  langage 
mais  encore  dans  l'écriture,  à  cause  de  leur  usage  courant  dans  la 
vie  populaire.  Et,  pour  répondre  aux  mêmes  nécessités,  il  a  fallu 
aussi  dénommer  et  représenter  graphiquement  les  nombres  parti- 
culiers, malgré  leur  multitude  illimitée,  de  telle  sorte  que  les 
systèmes  soient  simples  et  à  la  portée  de  toutes  les  intelligences. 
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La  partie  do  l'Arillimétiquo  qui  s'occupe  d'organiser  les  systèmes 
en  (|Uoslion  relativomcnl  aux  nombres  entiers  s'appelle  la  Xtimé- 
raiion;  elle  se  subdivise  en  deux  parties  :  la  numération  parlée  et  la 
numération  écrite. 

Tous  les  noms  et  tous  les  caractères  Utilisés  en  Géométrie  et  en 
Arithmétique,  dans  le  but  d'abréger  et  de  simplifier  le  discours  et  les 
écrits,  seront  d'ailleurs  indiqués  au  fur  et  à  mesure  des  nécessités. 

Dans  les  théories  générales  d'Arithmétique,  comme  en  Géométrie, 
on  utilise,  pour  désigner  les  nombres,  des  lettres  quelconques  de 
l'alphabet  courant  et  de  l'alphabet  grec. 

55.  Remarque.  —  On  ne  dit  pas  «  le  nombre  représenté  par  le 
symbole  A  •',  ni  '•  la  grandeur  représentée  par  le  symbole  G  •',  mais 
bien:  -  le  nombre  A  »,  "  la  grandeur  G  "  et  môme,  A  et  G,  tout 
-simplement. 

Mais  si  cette  ellipse  est  permise  dans  le  langage  et  dans  l'écriture, 
il  faut  bien  se  garder  de  confondre  dans  son  esprit  l'idée  du  nombre 
■ou  de  la  grandeur,  avec  les  symboles  qui  les  représentent. 

Dans  le  même  ordre  d'idées,  on  dit  «  Napoléon  P'"  fut  un  grand 
<;apitaine  •■.  Or  Napoléon  F""  est  un  simple  nom,  un  symbole.  Il  faut 
<?omprendre:  '•  L'homme  connu  sous  le  nom  de  Napoléon  premier, 
fut  un  grand  capitaine  ". 

56.  Remarque.  —  Les  nombres  entiers  appartiennent: 

1°  aux  collecLions  discontinues  d'objets,  môme  hétéroclites,  rendus 
homogènes,  grâce  a  un  nom  généri(|ue  unique  sous  lequel  ils  sont 
•désignés. 

2°  aux  sommes  de  grandeurs  égales,  appartenant  à  une  même 
■classe  de  grandeurs  directement  mesurables  et  disposées  en  une 
grandeur  unique  de  leur  classe. 

Dcms  ce  dernier  cas  seul,  si  Gj  =  G  -f-  G  +  ...  +  G,  le  nombre 

entier  n  des  grandeurs  G  de  la  collection  ou  somme  Gi  est  appelé, 

-conformément  aux  dôliniiions  générales,  mesure  de  Gj  par  rapport 

à  G,  ou  encore,  rapport  de  Gi  à  G.  On  écrit  ce  nombre: 

Gi 
n  =  mes  G,  =  ^-• 
G    '        G 

Du  fait  qu'il  n'y  a  pas  de  grandeui-  é(iuivalente  à  Gj  dans  sa  classe 
(19),  la  connaissance  de  la  grandeur-étalon  G  et  du  nombre  n  déter- 
mine avec  précision  et  sans  aucune  ambiguïté  la  grandeur  Gj,  que 
l'on  appelle  (25)  produit  de  la  gfYindeur  G  par  le  nombre 
entier  n. 
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D'une  manière  générale,  toute  grandeur  telle  que  Gj  sera  appelée 
im  multiple  de  G,  quel  que  soit  le  nombre  des  grandeurs  égales  à  G 
qui  la  composent.  On  la  représente  par  le  symbole  uG. 
On  peut  donc  écrire  l'identité: 

uG 
''  =  -G- 

57.  Théorème.  —  Le  produit  d'une  girmdeui-  directement 
mesurable  quelconque  par  un  nombre  entier  est  une  grandeur" 
de  la  môme  classe,  égale  à  la  somme  d'autant  de  grandeurs 
égales  à  la  proposée  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  nombre. 

Soient  une  grandeur  G  et  le  nombre  entier  «,  ce  nombre  étant  la 
mesure  par  rapport  à  un  étalon  U,  d'une  grandeur  A,  collection  de 
grandeurs  U.  On  peut  appliquer  à  G  le  traitement  que  synthétise 
le  nombre  a,  c'est-à-dire  le  traitement  qu'il  faut  appliquer  à  U  pour 
former  A  :  faire  la  somme  d'autant  de  grandeurs  G  qu'il  y  a  de  U 
dans  A  ou  d'unités  dans  a.  Cette  somme  peut  être  disposée  en  une 
grandeur  Gj  =  aG  de  la  même  classe  que  G,  par  défmition  de  ces 
sortes  de  grandeurs. 

C'est  sous  cette  forme  qu'il  faudra  dorénavant  entendre  le  produit 
d'une  grandeur  directement  mesurable,  par  un  nombre  entier. 

58.  Corollaire  I.  —  Le  pi^oduit  d'une  somme  de  plusieurs 
grandeurs  par  lui  nombre  entier  a  est  égal  à  la  somme  des 
produits  de  chacune  de  ces  grandeurs  par  ce  nombre. 


Soit 

G  =  Gi  +  G,  -f  . 

..-f  G 

r„. 

Je  dis  que 

«G  =  aG,  +  «Go  + 

...  +  «G„. 

En  elïét 

flG  =  G  +  G  +  G  -t-...  +G 

=  Gi  +  G, 

+  . 

...  +  G„+GH-... 

+  G„ 

+  ...+ 

=  G,  +  G, 

+  ■ 

...  +  G,  +G,  +  ... 

+  G, 

+...4- 

=  rtGi  +  0 

'G., 

-f...  +  aG,, 

59.  Corollaire  II.  - 

-  Si  Gi  >  G,  on  aura  aG, 

>  «Go 

Car  on  a- 

Gi  =  G,  + 

G3; 

d'où  (58) 

aG,  =  aG.  -f  «G3, 

et 

«Gi  >  aG., 

Gi+.-.  +  G,, 
+  G,„  +  . . .  +  G„ 


60.  Remarque.  —  Lorsqu'il  s'agit  d'objets  qui  n'appartiennent  pas 
à  une  même  classe  de  grandeurs  directement  mesurables,  on  n'utilise 
pas  les  mots  :  produit  ou  multiple,  mesure  ou  rapport;  on  dit 
simplement  :  une  collection  et  le  nombre  de  ses  objets. 

E.  DuMONT.  Arithmétique  Générale.  3 
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61.  Soniiiio  <lo  noilibroH  oiiiîorw,  —  Une  partie  d'une 
collection  est  une  collection  comprenant  (juelques  objets  de  cette- 
collection,  mais  non  tous. 

Toute  collection  est,  par  sa  définition  même,  décoraposable  en 
parties  dont  elle  est  la  somme.  Chaque  partie  de  la  collection 
possède  un  certain  nombre  d'objets.  Le  nombre  d'objets  de  la  collec- 
tion totale  est  la  somme  des  nombres  d'objets  de  ses  parties  : 

En  effet,  soit  G  une  grandeur  d'une  classe  de  grandeurs  directe- 
ment mesurables;  rtj,  a^  ...  a,,  étant  les  nombres  d'objets  des 
collections  partielles,  les  grandeurs  «,G,  a^G,  ...  a„G,  qui  ont 
respectivement  les  mômes  nombres  d'objets  que  ces  collections, 
pourront  correspondre  parfaitement  avec  elles.  Leur  somme  G' 
correspondra  donc  parfaitement  avec  la  collection  totale.  Or  G'  a 
pour  mesure  un  nombre  a  que  nous  avons  appelé  (29)  somme  des 
nombres  «i,  a^  ...  ct„;  donc  G'  =  aG;  mais  il  est  clair  que  ciG 
correspondant  parfaitement  avec  la  collection  totale  des  objets 
considérés,  a  est  le  nombre  de  ces  objets. 

62.  Remarque.  —  On  écrit  donc      a  =  a^  -\-  a.2~\~  ...  -\-  a„. 

63.  Théorème.  —  La  so'imne  de  plusieurs  7i07nbres  entiers 
est  le  nombre  entier  formé  par  V ensemble  des  unités  des- 
nombres considéi'és. 

En  effet,  le  nombre  des  objets  de  la  collection  est  kù-méme  un& 
collection  d'unités,  correspondant  parfaitement  avec  la  collection 
des  objets.  Le  groupement  de  ces  objets  et  des  unités  correspon- 
dantes, en  collections  partielles,  ne  modifie  en  rien  le  nombre  des 
objets  ni  le  nombre  égal  des  unités.  Donc,  le  nombre  des  unités  de- 
la  somme  de  plusieurs  nombres  est  une  collection  d'unités  formée 
par  l'ensemble  des  unités  de  ces  nombres  (ou  collections  partielles). 

64.  Corollaire  L  —  La  somme  de  plusieurs  nombres  entiers 
est  indépendante  de  Tordre  dans  lequel  on  les  écrit,  ainsi  que 
de  toute  grandeur  servant  à  la  définir. 

Cet  ordre,  en  effet,  est  une  conséquence  de  notre  écriture  horizon- 
tale et  non  de  la  définition  de  la  somme.  Cependant,  le  fait  de 
considérer  les  différentes  collections  partielles  dans  un  ordre  quel- 
conque ne  supprime  ni  n'introduit  aucune  unité.  La  collection  totale, 
c'est-à-dire  la  somme,  n'est  donc  pas  modifiée  par  la  considération 
d'un  ordre  quelconque  imposé  aux  nombres  qui  la  constituent. 

La  deuxième  partie  de  l'énoncé  résulte  du  théorème  général  (31), 
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65.  Corollaire  II.  —  Si  l'on  a  : 

p  ^  a  +  h  -\- ...  -\-h 

et  5  =- a  4-6  +  ...  + /i  +  A  +  ...  +  n 

on  aura  aussi     s  =  p  -\-  q. 

66.  liK^^alité  «les  nombres»  entiers.  —  Lorsque  l'on  peut 
faire  correspondre  les  objets  d'une  collection  Ci  aux  objets  d'une 
partie  d'une  autre  collection  C,,  ces  deux  collections  n'ont  pas  le 
même  nombre  d'objets.  Le  nombre  d'objets  de  la  première  est 
moindre  que  le  nombre  d'objets  de  la  seconde.  En  effet,  C,  peut 
être  décomposée  en  deux  parties  Co'  et  CJ'  dont  la  première  Co' 
a  le  même  nombre  d'objets  que  Cj.  Soient  a,  b  ei  c  les  nombres 
d'objets  de  C./,  Co"  et  C,. 

On  a  :  c  =  a  ^b. 

Donc  (34)  c>  a. 

67.  Théorème.  —  La  différence  de  deux  nombres  entiers  a  e^  b 
est  un  nombre  entier. 

Soit  a  >  b. 

Considérons  une  grandeur  G  et  ses  multiples  aG  et  bG  ;  on  aura 

oG  >  bG. 

Nous  pouvons  donc  décomposer  o.G  en  deux  parties,  dont  Time 
est  bG,  et  l'autre  une  certaine  grandeur  G',  et  l'on  a  : 

aG  =  ^>G  +  G'. 

Mais  comme  aG  est  une  collection  de  G,  ainsi  que  bG,  G'  est 
également  une  collection  de  G,  obtenue  en  supprimant  b  grandeurs 
G  dans  aG.  Soit  c  le  nombre  des  G  qui  restent.  On  aura  donc 
G'  =  cG       et       aG=^bG  +  cG. 

Donc  a  =  b  -{-  c        et        a  —  b  =  c    (37). 

68.  Corollaire.  —  On  déduit  de  ce  théorème  la  relation  : 

cG  =  (a  —  b)G  =  aG  —  bG. 

69.  Remarque.  —  Si  a  =^  b  -]-  c,  b  est  aussi  la  différence  de  a  et  c, 
donc  : 

a  =  b  +  c,     c  =  a  —  b,     b  =  a  —  c,     a  >  b,    b  <  a 
sont  des  écritures  synonymes. 

On  utilise  les  deux  dernières  lorsque  la  différence  a  —  b  ne  joue 
aucun  rôle  par  elle-même  dans  la  question  où  l'on  considère  les 
nombres  a  et  b. 
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70.  Théorème.  —  Pour  qu'un  nombre  entier  soit  plus  grand 
yu'uji  ((ut)-e  nombre  entier,  il  faut  et  il  suffit  qu'il  soit  la 
somme  de  cet  autre  et  d'un  t)'oisihne  nombre  entier. 

71.  \'oiiil>r«»  vÀ^m,  —  11  n'y  a  pas  à  proprement  parler  de 
nombres  entiers  égaux,  puisque  deux  collections  qui  se  corres- 
pondent ont  le  même  nombre  d'objets.  Mais  un  même  nombre 
peut  être  représenté  au  moyen  de  symboles  différents;  ainsi  a  et 
b  -\-  c.  On  dit  dans  ce  cas  que  les  nombres  a  Qib  -\-  c  sont  égaux. 

Deux  nombres  égaux  n'ont  pas  de  différence.  On  dit  qu'ils  ont 
une  différence  iiidle.  Cette  différence  nulle  se  représente  par  la 
locution  zé}^o  et  par.  le  signe  0.  Donc  si  a  =  b  -]-  c,  on  écrit  aussi 
a  —  {b  -\-  c)  =  0.  Nous  conviendrons  de  regarder  le  caractère  0  et 
le  mot  ::.éro  comme  représentant  un  nombre  nid,  mesure  d'une 
grandeur  nulle. 

Tous  les  nombres  entiers  sont  dits  plus  grands  que  0;  tout  nombre 
plus  petit  qu'un  autre  est  donc  dit  :  compris  entre  cet  autre  et  zéro. 

Donc  a  <  b        et        0  <  a  <  b 

sont  des  écritures  synonymes. 

72.  SiiKo  natfiii'c^llo  «los  iioiiibro*^.  —  Un  nombre  entier 
étant  donné,  le  plus  jx'tit  des  nomlires  entiers  plus  grands  que  lui, 
est  la  somme  de  ce  nombre  et  de  1  ;  le  plus  grand  des  nombres 
entiers  plus  petits  (jue  lui  est  la  dilïérence  de  ce  nombre  et  de  1. 

Les  nombres  n  —  1,  n,  ^^  +  1,  sont  dits  consécutifs. 

Si  le  nombre  considéré  est  1,  le  nombre  n  —  1  devient  1  —  1  ou  0 
et  il  n'en  existe  pas  de  plus  petit. 

Les  nombres  entiers  rangés  dans  un  ordre  tel  que  chacun  est  égal 
à  la  somme  du  précédent  et  de  1  constituent  ce  que  l'on  appelle  la 
suite  immédiate  des  nombres  entiers,  ou  encore  la  suite  natu- 
relle des  nomb7''es.  Quelque  grand  que  soit  un  nombre  entier,  la 
somme  de  ce  nombre  et  de  1  est  un  nombre  plus  grand. 

La  suite  immédiate  des  nombres  entiers  est  donc  illimitée. 
On  peut  d'autre  part  écrire  les  identités  : 
a  \-0  =  a  =  a  —  0. 

73.  \oiiil>roii«    «*ai*<liiiaiix.    AoiiibroM    4»r(liiiaiix.    — 

Lorsqu'une  collection  est  composée  de  beaucoup  d'objets,  on  ne 
peut  généralement  pas  en  déterminer  le  nombre  par  la  simple 
inspection  de  la  collection. 
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Compter  le  nombre  des  objets  d'une  collection  c'est  le  déterminer 
en  faisant  correspondre  ces  objets  aux  nombres  successifs  de  la 
suite  immédiate  des  nombres  entiers.  Le  dernier  nombre  utilisé  est 
le  nombre  des  objets  de  la  collection.  Nous  allons  établir  ce  point. 

Considérons  d'abord  une  collection  de  deux  objets,  et  la  collection 
constituée  par  les  nombres  1  et  2.  Il  est  évident  que  nous  pouvons 
faire  correspondre  le  nombre  1  à  l'un  de  ces  objets  et  le  nombre  2 
à  l'autre.  Le  théorème  est  donc  établi  pour  une  collection  de  deux 
objets. 

Supposons-le  vérifié  pour  une  collection  de  {n  —  1)  objets,  et 
considérons  une  collection  de  n  objets  ainsi  que  la  suite  immédiate 
des  nombres  entiers  de  1  à  n.  Prenant  {n.  —  1)  objets  de  la  collec- 
tion, nous  pourrons  faire  correspondre  à  cette  collection  partielle 
la  collection  formée  par  la  suite  immédiate  des  nombres  entiers  de 
1  à  {n  —  1).  Puis  nous  pourrons  faire  correspondre  le  nombre  n 
au  dernier  objet  de  la  première  collection.  Ainsi  la  correspondance 
sera  établie  entre  tous  les  nombres  et  tous  les  objets  des  deux 
collections  considérées. 

Le  théorème  aj^ant  été  établi  pour  2  objets,  l'est  donc  pour  3, 
puis  pour  4  et,  en  général,  pour  n  objets,  quel  que  soit  n. 

74.  Si  nous  considérons  plusieurs  objets,  et  si  nous  les  faisons 
correspondre  aux  nombres  successifs  de  la  suite  naturelle,  à  partir 
du  nombre  1,  l'objet  qui  correspond  au  nombre  1  est  dit  le  1"';  celui 
qui  correspond  à  2  est  dit  le  2'''"'*'  ;...  celui  qui  correspond  à  n  est  dit 
le  n'^""-^  etc.  Les  symboles  F'",  2'^™^,...  n^^'"-''  caractérisent  une  notion 
nouvelle  que  l'on  appelle  le  o^ang  de  l'objet  considéré  dans  la 
collection  de  ces  objets.  Dans  cet  ordre  d'idées,  les  nombres  entiers 
qui  servent  de  base  à  ces  symboles  sont  dits  nombres  cardinaux 
ou  fondamentaux;  quant  aux  symboles  1"',  2'*""®,...  ?^^■è'«t•^  on  les 
appelle  nombres  ordinaux;  en  réalité,  ce  sont  des  adjectifs 
représentés  aussi  par  les  mots  :  premier',  deuxième  ou  second, 
troisième,  etc. 

75.  Remarque.  —  Alin  de  ne  pas  être  obligé  de  reproduire 
actuellement  des  définitions  antérieures  en  en  modiliant  simplement 
la  forme,  nous  ne  nous  sommes  fait  aucun  scrupule  d'utiliser 
précédemment  les  mots  premier  et  second.  —  Voir  par  exemple  la 
définition  générale  d'un  nombre  (21);  il  est  clair  que  nous  pouvions 
parfaitement  exprimer  cette  définition  sans  faire  appel  à  ces  mots. 
—  Cette  remarque  s'applique  également  au  mot  deux,  dont  nous 
nous  sommes  servi  avant  de  définir  les  nombres  entiers,  et  cela 
dans  le  but  d'alléger  le  discours  et  de  lui  donner  sa  forme  définitive. 
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76.  l*i*ofluii  <l<»  «leiix  iionil»r<»«  on<î«»r«.  —  Nous  avons 
dolini  (33j  le  produit  d'un  nombre  a  par  un  nombre  b  de  la  manière 
suivante  : 

Soient  Gi  =  aG 

et  G, -^G, 

des  grandeurs  d'une  classe  de  grandeurs  directement  mesurables. 

Go  a  pour  mesure  par  rapport  à  G  un  certain  nombre  -zr  que  l'on 

appelle  p)'oduif  de  a  par  b,  et  que  l'on  représente  par  les  symboles 
a  X  b,  ou  a.b,  ou  encore  ab. 

Ce  nom  provient  de  ce  que  l'on  peut  dire  que  la  grandeur  G,  est 
produite  à  l'aide  de  aG,  par  le  nombre  b  (20  et  21). 

a  s'appelle  multiplicande  et  b  multiplicateur.  Les  deux  nombres 
sont  les  facteurs  du  produit  a.b. 

77.  Théorème.  —  Le  produit  a  x  b  est  la  somme  de  h  nombres 
égaux  à  a. 

Enefi'et  G.,  -  Gj  +  Gj  +  ...  +  G,    (Z^  fois). 

La  mesure  de  G,  par  rapport  à  G  est  la  somme  des  mesures  des 
différents  Gj  qui  constituent  Go ,  c'est-à-dire 

«  +  «  +  ...+«    (bîois)  (29) 

Donc  «  X  ^  =-«  +  «+•••+  «     {à  fois). 

78.  Corollaire.  —  Le  produit  a  x  &  est  un  norûbre  entier,  indé- 
pendant de  la  grandeur  G  qui  a  servi  à  le  déflnir. 

Tout  nombre  entier  est  le  produit  de  1  par  ce  nombre  et  aussi  le 
produit  de  lui-même  par  1. 

79.  Remarque.  —  Pour  la  suite  de  la  théorie  des  nombres 
entiers,  nous  renvoyons  le  lecteur  au  Cours  d'Arithmétique  de 
A.  Tartinville  (Paris,  Nony,  1902). 

80.  Définitions.  —  Deux  nombres  entiers  a  et  b  étant  considérés 
dans  cet  ordre,  nous  appellerons  quotient  entier  de  ces  nombres, 
le  plus  grand  nombre  entier  c  tel  que  le  produit  bc  ne  soit  pas 
supérieur  à  a.  Ce  nombre  est  déterminé  sans  ambiguïté  par  les 
inégalités  :  bc  i^_  a  <  b{c  -{-  1). 

Nous  appellerons  racine  m'^'"^  entière  d'un  nombre  entier  a,  le 
plus  grand  entier  r  dont  lu  puissance  w?'''"'^  ne  soit  pas  supérieure 
k  a.  Ce  nombre  est  déterminé  sans  ambiguïté  par  les  inégalités  : 
9-'"  ^  a  <  (r  +  1)'». 
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CHAPITKE  m 
Variation  des  grandeurs. 

81.  GraïKleiir  variable.  —  Nous  avons  dit  que  parfois  l'on 
■considère  des  grandeurs  homogènes  Aj,  A,,  ...  A„  comme  des  états 
particuliers  d'une  grandeur  A.  Dans  cette  conception  on  dit  que  la 
grandeur  A  est  une  vendable  qui  passe  par  les  états  successifs 
Al.  A„   ...  A„. 

On  imagine  aussi  parfois  une  grandeur  variable  A  avant  d'imaginer 
aucune  grandeur  particulière  de  l'espèce  définie  par  A.  Dans  cette 
nouvelle  conception,  faire  varier  A  c'est  lui  faire  prendre  ou  même 
simplement  déclarer  qu'on  peut  lui  faire  prendre  des  états  successifs 
quelconques. 

Une  variable  est  dite  croissante  ou  décroissante  lorsqu'on  la 
iait  varier  par  états  successifs  de  plus  en  plus  grands  ou  de  plus 
en  plus  petits.  Une  grandeur  qui  ne  varie  pas  est  dite  constante. 

82.  Variation  continue.  —  On  dit  que  l'on  fait  varier  une 
grandeur  A  d'une  manière  continue  d'un  état  initial  Ao  à  un  état 
final  Al,  lorsqu'on  la  fait  varier  de  manière  à  pouvoir  lui  faire 
prendre,  à  la  suite  d'un  état  A'  intermédiaire  entre  Ao  et  Aj,  tout 
état  A"  intermédiaire  également  entre  Ao  et  Aj,  et  cela,  quelque 
petite  que  soit  la  ditï'érence  entre  A'  et  A". 

Toute  grandeur  géométrique  peut  varier  d'une  manière  continue, 
puisqu'elle  est  entièrement  soumise  à  notre  volonté. 

83.  Lorsqu'une  grandeur  A  varie  d'une  manière  continue,  la 
différence  entre  deux  états  consécutifs  étant  aussi  petite  que  l'on 
veut,  peut  être  prise  moindre  que  toute  grandeur  donnée,  quelque 
petite  que  soit  celle-ci;  mais  la  réciproque  n'est  pas  vraie  :  on  peut, 
en  effet,  faire  varier  une  grandeur  de  telle  manière  que  la  différence 
entre  deux  états  consécutifs  soit  moindre  que  toute  grandeur  donnée, 
sans  pour  cela  que  la  grandeur  puisse  prendre  tout  état  intermédiaire 
entre  ces  deux  états  consécutifs. 

84.  Limite  «fune  variable.  —  On  dit  qu'une  variable  a  pour 
limite  zéro,  lorsqu'on  la  fait  varier  de  manière  à  la  faire  devenir  et 
reste'r  définitivement  moindre  que  toute  grandeur  donnée,  quelque 
petite  que  soit  celle-ci. 

85.  On  dit  qu'une  variable  croit  sans  limite,  lorsqu'on  la  fait 
varier  de  manière  à  la  faire  devenir  et  rester  définitivement  plus 
grande  que  toute  grandeur  donnée,  quelque  grande  que  soit  celle-ci. 
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86.  On  dit  ([n'iinc  rarin/>Ie  A  a  pour  limite  une  grandeur 
constante  B,  lorsque  la  difléronce  entre  ces  deux  grandeurs  a  pour 
limite  zéro. 

87.  Théorème.  —  Si  Von  fait  croître  une  rpmndeur  variable  A 
à  partir  d'un  état  initial  Ao,  d'après  une  loi  quelconque,  et  si 
Von  constate  quelle  reste  toujours  7noindre  qu'une  grandeur 
déterminée  B,  on  doit  en  conclure  quelle  a  une  limite  C 
inférieure  ou  égale  à  B. 

Tout  état  moindre  que  B,  que  l'on  peut  faire  prendre  à  A,  sera  et 
restera  dépassé,  puisque  A  croit  constamment. 

D'autre  part,  ou  bien  il  existe,  ou  bien  il  n'existe  pas  de  grandeur 
inférieure  à  B,  que  A  ne  puisse  pas  dépasser. 

Dans  la  première  hypothèse,  il  y  a  entre  Ao  et  B  deux  catégories 
de  grandeurs  :  les  unes,  dans  le  voisinage  de  Aq,  que  A  dépasse 
successivement;  les  autres,  dans  le  voisinage  de  B,  que  A  ne  dépasse- 
pas  et  par  conséquent  n'atteint  pas.  La  plus  petite  C  de  ces  dernières 
est  une  limite  pour  A;  en  efïet,  quelque  petite  que  soit  une  grandeur 
a,  C  —  a  est  moindre  que  C;  donc  A  la  dépasse,  c'est-à-dire  que  A 
devient  et  reste  intermédiaire  entre  C  —  a  et  C.  Donc  la  différence 
entre  C  et  A  devient  et  reste  moindre  que  a  (15),  et  par  définition 
C  est  une  limite  pour  A. 

Dans  la  deuxième  hypothèse,  B,  ainsi  que  toutes  les  grandeurs 
supérieures  à  B,  ne  sont  pas  atteintes  par  A;  toutes  les  grandeurs 
moindres  que  B  sont  successivement  dépassées;  donc  B  est  la  plus 
petite  grandeur  non  atteinte,  et  joue  le  même  rôle  que  C  dans- 
l'hypothèse  précédente. 

B  est  alors  une  limite  pour  A. 

La  condition  que  A  reste  toujours  moindre  que  B  est  donc  suffi- 
sante pour  permettre  d'affirmer  que  A  a  une  limite  inférieure  ou 
égale  à  B. 

88.  Remarque.  —  De  même,  si  l'on  fait  décroître  une  variable  A,^ 
à  partir  d'un  état  initial  Ao,  d'après  une  loi  quelconque,  et  si  l'on 
constate  que  A  reste  toujours  supérieure  à  une  grandeur  B,  on  doit 
en  conclure  que  A  a  une  limite  C  supérieure  ou  égale  à  B. 

89.  Théorème.  —  Lorsqu'une  variable  est  constamment  com- 
prise entre  deux  autres  variables  qui  ont  une  même  liynite,. 
la  grandeur  intermédiaire  a  la  même  limite. 

Soient  B  <  A  <  C      et      lim  B  =  lim  C  =  L. 

Je  dis  que  lim  A  --  L. 
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Il  suffit  de  prouver  que  la  différence  entre  L  et  A  a  pour  limite 
zéro,  c'est-à-dire,  peut  être  rendue  moindre  que  toute  grandeur 
donnée,  quelque  petite  que  soit  celle-ci. 

Or,  la  difïërence  entre  L  et  A  est  toujours  moindre  que  l'une  des 
différences  entre  L  et  B  ou  entre  L  et  C,  quelle  que  soit  la  position 
de  L  par  rapport  aux  grandeurs  B,  A  et  C  (15)  ;  et  puisque  les  deux 
différences,  aussi  bien  entre  L  et  C  qu'entre  L  et  B,  peuvent  être 
rendues  moindres  que  toute  grandeur  donnée,  a  forHiori  la  difïërence 
entre  L  et  A  jouit  de  la  même  propriété  (10). 

90.  Remarque.  —  Si  l'une  des  trois  grandeurs  reste  constante,  le 
théorème  conserve  son  énoncé,  si  l'on  convient  de  dire  que  ••  la  limite 
d'une  constante  ^'  est  synonyme  de  «  la  constante  elle-même  ". 

91.  Théorème.  —  Si  Von  fait  variée"  d'une  manière  continue 
une  grandeur  directement  mesurable  à  partir  d'un  état  initial, 
d'une  pari  en  la  faisant  croître  sans  limite,  d'autre  part  en 
lui  donnant  pour  limite  zéro,  on  reproduit  toutes  les  grandeurs 
de  la  classe  considérée. 

Considérons  une  classe  de  grandeurs  directement  mesurables  et 
une  grandeur  variable  G  partant  d'un  état  initial  Gq.  En  lui  donnant 
comme  accroissements  des  grandeurs  de  la  même  classe,  aussi 
petites  que  l'on  veut,  on  la  fera  croître  d'une  manière  continue,  tout 
en  restant  dans  la  même  classe  (par  définition).  On  pourra  de  cette 
manière  la  faire  croître  sans  limite,  car  si  Gj  est  une  grandeur  de 
la  même  classe,  quelque  grande  qu'elle  soit,  on  peut  donner  à  Go 
l'accroissement  Gj,  et  la  somme  Go  +  Gj  est  supérieure  à  Gj. 

Soit  Gi  une  grandeur  supérieure  à  Go,  c'est-à-dire  telle  que 
Gi  =  Go  +  G'. 

On  sait  que  G'  sera  de  la  même  classe  que  Gq  et  Gi  (18).  Donc, 
en  donnant  à  Gq  l'accroissement  G',  on  obtient  Gj  (19). 

On  peut  faire  décroître  G  à  partir  de  Go.  Il  suffit  pour  cela  de 
décomposer  Go  en  deux  parties  appartenant  à  la  classe  G,  et 
d'enlever  une  de  ces  parties. 

On  peut  aussi  faire  décroître  G  de  manière  qu'elle  n'ait  d'autre 
limite  que  0;  en  effet,  si  G.,  est  une  grandeur  de  la  classe,  aussi 
petite  que  l'on  veut  et  moindre  que  Gq,  on  a  (7)  : 

Gq  =  G.T  -\-  G  , 
G"  étant  de  la  même  classe  (18). 

En  enlevant  G"  de  Go,  G  devient  égale  à  G.;  et  en  décomposant 
Go  en  Gj'  -f  G,"  et  enlevant  G,"  par  exemple,  G  devient  égale  à  G./ 
qui  est  moindre  que  G2. 
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Enfin,  on  sait  qu'il  n'nxiste  aucune  grandeur  de  la  raème  classe  G, 
équivalente  à  Oo  et  qui  ne  lui  soit  pas  égale  (19).  Ainsi  donc  G,  partie 
de  Go,  reproduit  en  croissant  sans  limite  et  d'une  manière  continue 
toutes  les  grandeurs  Gj  supérieures  à  Gq,  et  cela  quelque  petite  que 
soit  la  didérencc  Gj  —  Go,  puisque  la  variation  est  continue  (82). 
G  reproduit  aussi,  en  décroissant  d'une  manière  continue  de  manière 
à  n'avoir  d'autre  limite  que  zéro,  toutes  les  grandeurs  Go  moindres 
que  Go,  quelque  petite  que  soit  la  dillërence  Go  —  G2. 

92.  Théorème.  —  Lorsque  deux  grandeurs  variables  ont 
simidiancment  chacune  une  limite,  leur  sonune  et  leur  diffé- 
j^ence  ont  simultanément  chacune  pour  limite  la  somme  et  la 
diffch'etîce  des  limites  des  deux  vainables. 

Soient  limB  =  Bi      et      limC -- Cj. 

Je  dis  que     lim(B  +  C)=-  limB  +  limC  =  Bi  +  Cj. 

Il  sullit  de  prouver  que  la  différence  entre  B  +  C  et  Bj  +  Cj  a 
poui'  limite  0,  c'est-à-dire  peut  être  rendue  moindre  que  toute 
grandeur  a,  quelque  petite  que  soit  celle-ci. 

Divisons  a  en  deux  parties  [i  et  y. 

De  ce  que  limB  =  Bj,  nous  pouvons  faire  prendre  à  B  un  état 
difTérant  définitivement  de  Bj  de  moins  que  [3.  Nous  pouvons  écrire 
cela  de  la  manière  suivante  : 

B,-[i<B<B,  +  .i  (1) 

de  façon  à  envisager  les  deux  hypothèses  possibles  : 
Bi  —  ,3  <  B  <  Bi       et      B,  <  B  <  Bi  +  fl 

De  même,  nous  pouvons  faire  prendre  à  C  un  état  tel,  que  l'on 
ait  définitivement  : 

.      Ci-y<C<Ci  +  v.  (2) 

De  là  résulte  (11)  : 

(B,  -  ,3)  +  (Ci  -y)  <  B  +  C  <  (Bi  +  ri)  +  (Ci  +y). 
Or,  (B.  -  ,3)  -f  (C,  -y)  ==  B^  -f  C,  -  a, 

puisque,  si  l'on  pose  : 

Bi  =  ,3  +  B'      et      C,  -=  y  -f-  C 
on  en  tire  Bj  +  Ci  =-  a  -f  B'  -f  C 

ou  B'  +  C  =-(Bi +C,)— a 

OU  encore  (Bj  —  [i)  +  (C,  —  y)  =  (Bi  +  C,)  —  a. 

On  a  aussi      (B^  -f  (iJ)  +  (C^  +  y)  =  (Bi  -f  C,)  +  a. 
D'où  enfin  : 

(Bi  +  CO  -  a  <  B  +  C  <  (Bi  +  Cl)  +  a.  (3) 
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Donc,  la  difiërence  entre  (B  +  C)  et  (Bj  +  C{)  est  définitivement 
moindre  que  a,  quelque  petite  que  soit  la  grandeur  a  ;  c'est-à-dire  que 
lim(B  +  C)=Bi  +  Ci  =limB  +  liraC. 

93.  Si  l'on  suppose  Bi  >  Cj  et  si  l'on  représente  par  D  la  différence 
variable  entre  B  et  C,  je  dis  que  l'on  a  également  : 

limD  =  Bi  — Cl. 
Nous  pouvons  toujours  faire  prendre  à  B  et  C  des  états  tels,  que 
l'on  ait  déflnitivement  : 

Cl  — T  <  C  <  Cl  +  y  <  B,  —  ,3  <  B  <  Bi  +  i'^-       (4) 
En  effet,  on  peut  prendre  a  moindre  que  Bi  —  Ci  ;  on  a  alors  : 

Cl  +  a  <  Bi 
Puis,  prenant  [3  moindre  que  a  et  que  Bj  —  (Ci  -f  a),  on  a  : 
Cl  +  a  <  Bi  —  fi  <  Bi 
ei  comme  y  ==  a  —  {i  <  ol     on  a  aussi  : 

Cl  -+-  y  <  Bi  -  [i. 
Les  autres  inégalités  sont  évidentes. 
Pour  tous  ces  états  et  pour  tous  les  états  ultérieurs  on  a  donc 

B  >  C. 
Des  inégalités  (4)  on  déduit  : 

Cl  —  y  <  C       et      B  <  Bi  +  [iJ. 
D'où  (11)  :  B  +  (Cl  -  y)  <  C  +  Bi  +  p. 

Puis  successivement  : 

B  +  Cl  — y  +  y  <  C  +  Bi  +  [i  +  y 
et  B  +  Cl  —  Cl  —  C  <  C  -f  Bi  +  a  —  Cl  —  C 

ou  bien  B  — C  <  (Bi  —  Ci)+ a. 

De  même,  des  inégalités 

C  <  Cl  +  y      et      Bi  —  ,3  <  B 
on  déduit  :  C  +  Bi  —  fi  <  B  -f  Ci  +  y. 

Retranchant  (C  +  Ci  -f  y)  à  ces  deux  grandeurs  on  obtient  : 

(Bi  — Cl)-  a  <  B  — C. 
On  a  donc  finalement  : 

(Bi  — Cl)  — a  <  B-C  <(Bi  — Ci)+a. 
Donc,  la  différence  entre  (B  —  C)  et  (Bj  —  Cj)  peut  être  rendue 
déflnitivement  moindre  que  a,  quelque  petite  que  soit  cette  grandeur; 

c'est-à-dire  que  : 

Bi  — C,  =  lim(B  — C) 

ou  limD  =  limB  —  limC. 
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94.  Corollaire  I.  —  Lors(|Uc  plusieurs  grandeurs  ont  simultané- 
menl  eliacunc  une  limite,  leur  somme  a  une  limite  égale  à  la  somme 
des  limites  do  ces  grandeurs. 

95.  Corollaire  IL  —  Si  l'on  a  Gj  <  Gg  on  a  aussi  (11)  wG,  <  nG.; 
et  .«i  <!  a  une  liinilo,  on  aura  lim(«G)  -^  n  limG. 

96.  Théorème.  —  Les  mullijj/es  successifs  G,  2G,  3G...  nG... 
(Viinc  fjrandcur  G  forment  une  suite  croissante,  et,  quelle  que 
soit  une  grandeur  Gj  de  la  même  classe,  supérieure  à  G,  il 
existe  un  in'emier  multiple  de  G  supérieur  à  G,. 

En  effet,  on  peut  considérer  G,  2G,  ...  nG  comme  des  états  crois- 
sants pris  par  une  variable  nG,  n  étant  un  entier  croissant.  Si  tous 
les  multiples  de  G  étaient  inférieurs  à  Gj,  nG  aurait  une  limite  L 
inférieure  ou  égale  à  G,,  mais  supérieure  à  tous  les  nG.  On  pourrait 
donc  donner  à  n  une  valeur  telle  que  nG  diffère  de  L  de  moins 
que  toute  grandeur  donnée,  quelque  petite  que  soit  celle-ci;  par 
exemple  G. 

On  aurait  donc  L  —  G  <  nG  <  L 

d'où  L<(n  +  1)G. 

Il  y  aurait  donc  un  multiple  de  G  supérieur  à  L,  ce  qui  serait 
absurde. 

Par  conséquent,  il  ne  peut  exister  aucune  limite  supérieure 
pour  nG.  Donc  nG  peut  être  rendu  supérieur  à  Gj.  Et  parmi  tous 
les  multiples  de  G  supérieurs  à  Gj,  le  plus  petit  est  un  premier 
multiple  de  G,  supérieur  à  Gi. 

97.  Théorème.  —  Lorsque  n   reste  constant  : 

1°  si  l'on  fait  croître  G  sans  limite,  nG  O'oît  aussi  sans  limite; 

2"  si  Von  fait  décroître  G  en  lui  donnant  0  pour  limite, 
nG  décroît,  et  a  aussi  0  pour  limite. 

En  elïét,  1°  G  peut  prendre  un  état  supérieur  à  toute  grandeur  Gj 
donnée;  donc  nG,  qui  est  supérieur  à  G,  sera  aussi  supérieur  à  Gj  ; 
si  G  croit,  nG  croit  (95)  et  reste  supérieur  à  Gj. 

2"  Quelque  petite  que  soit  une  grandeur  a,  nous  pouvons  la 
décomposer  en  n  parties  a,,  a.,,  ...a,,,  chacune  moindre  que  a.  Soit 
ai  la  plus  petite. 

Prenons  G  <  aj  d'où  nG  <  naj  <  aj  +  «:  +  •••  +  y-,,  ou  a. 

Donc  7iG  peut  être  rendu  moindi'e  que  toute  grandeur  donnée  a; 
si  G  décroit,  nG  décroit  aussi  (95),  donc  i^este  moindre  que  a. 

98.  Théorème.  —  Si  Von  fait  carier  G  d'une  manièi^e  continue, 
nG  varie  dans  le  même  sens  et  aussi  d'une  manière  continue 
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En  vertu  du  corollaire  (95),  si  G  croit  ou  décroit,  nG  \^ne  dans 
le  même  sens. 

La  différence  entre  deux  états  consécutifs  de  nG  peut  être  rendue 
moindre  que  toute  grandeur  donnée  a.  En  effet,  si  nous  divisons  a 
en  )i  parties  dont  ai  soit  la  plus  petite,  on  peut  prendre  pour  G  deux 
états  consécutifs  tels,  que  0  <  Go  —  Gj  <  aj  ; 

d'où  Gj  <  G.,  <  Gi  +  ai 

et  nGi  <  nG.;,  <  n(Gi  +  a^  =  wGj  +  >îai  <  »Gi  +  a. 

D'où  l'on  déduit:  wG..  —  nGi  <  a. 

Mais  nous  savons  ([ue  cette  condition  n'est  pas  suffisante  pour 
démontrer  que  »G  peut  prendre  tous  les  états  intermédiaires  entre 
wGi  et  î?G.,,  lorsque  G  varie  d'une  manière  continue  de  Gj  à  Go. 

Soit  A  une  de  ces  grandeurs  telles,  que 
f/Gi  <  A  <  nGo. 

Quelque  petite  que  soit  la  grandeur  a,  puisque  nG.,  —  nGi  <  a 
on  aura  :  A  —  a  <  nG^  <  A  <  nG.,  <  A  +  a. 

Nous  pouvons  ensuite  faire  eroitre  G  à  partir  de  Gi  de  manière 
que  nG  croisse,  mais  reste  constamment  moindre  que  A;  car  si  i^ 
est  la  différence  entre  A  et  uG^  nous  pouvons  faire  prendre  à  G  un 
état  G3  tel,  que  .   nG^  —  nG^  <  ?; 

d'où  A  —  y.  <  7îGi  <  nGg  <  A. 

Ainsi  nous  pouvons  faire  croître  nG  de  manière  à  maintenir  cette 
grandeur  variable  moindre  que  A,  en  même  temps  que  la  différence 
A  —  jiG  peut  être  rendue  définitivement  moindre  que  toute  grandeur 
a  OU  |j  donnée.  Donc  A  =  ]im)iG. 

Pour  cela  il  faut  faire  croître  G;  mais  G  doit  avoir  une  limite, 
sans  quoi  nG  croîtrait  sans  limite.  Donc  si  l'on  appelle  B  cette 
limite  de  G,  on  aura  (95) 

lim;^G  =  nlimG  =  nB. 
ou  nB  =  A. 

Mais  puisque  G  peut  varier  d'une  manière  continue,  G  peut 
prendre  l'état  B. 

Alors  nG  prend  l'état  A.        C.  Q.  F.  D. 

99.  Théorème.  —  Tonte  grandeur  directement  mesurable  est 
décoiiiposable  en  n  poj-ties  égales  (identiques)  appartenant  à  la 
même  classe;  (n  éta)it  un  nombre  entier  autre  que  \);  cette 
décomposition  nest  possible  que  d'une  seule  manière. 

Décomposons  la  grandeur  A  en  n  parties  Bi,  Bo,  ...  B„de  la  même 
classe  A. 
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Soient  B'  la  plus  petite,  et  B"  la  plus  grande  do  ces  grandeurs. 

On  a 

7iB'  <  B,  +  Bo  +  ...  +  B„  <  nB", 

ou  ?iB'  <  A  <  nB". 

Faisons  croître  une  grandeur  variable  B  de  la  classe  considérée, 
à  partir  de  l'état  initial  B'  jusqu'à  l'état  final  B",  d'une  )nanière 
continue. 

La  grandeur  nB  croit  aussi  d'une  manière  continue  de  l'état 
initial  nB'  jusqu'à  l'état  final  «B"  (98). 

Donc  nB,  primitivement  moindre  que  A,  est  devenue  finalement 
supérieure  à  A,  après  avoir  passé  par  tous  les  états  intermédiaires, 
direcleme?it  mesurables,  entre  «B'  et  nB'^  (91).  En  particulier, 
î?B  a  été  identique  à  A  pour  un  certain  état  Aj  de  B,  pour 
lequel  on  a  doue  j?Ai  =  A. 

Pour  tout  état  A/  autre  que  Aj,  on  aura  (19) 

A/  >  Al       ou      A/  <  Al. 
Donc  (95)  : 

wA/  >  ?iAi  ou  A      ou  bien      n\^'  <  nk^  ou  A. 

100.  Définition.  —  La  grandeur  A^  s'appelle  la  ;î»<^'»«  partie  ou  le 

^^Ume  (Je   A. 

On  représente  le  iV^^^^  de  A  par  le  symbole  —  qui  s'énonce  A  swr  n. 

Les  écritures  nA,  =  A     et     A,  =  —  sont  donc  synonymes. 

Ainsi  qu'il  a  déjà  été  dit  précédemment,  A  est  un  multiple  de  Ai; 
par  contre  Aj  s'appelle  une  partie  aliquote  de  A. 

101.  Théorème.  —  Les  parties  aliquotes  dhine  grandeur  A 

forment  une  suite  de  grandeurs  décroissantes,  ayant  pour 

lignite  zéro. 

\ 
Il  faut  démontrer  d'abord  que  --  diminue  si  n  augmente. 

il 

Soient  n-^  >  n.^,    et    n^X-^  =  «oA..  =  A. 

Je  dis  que  Ai  <  A.,. 

En  effet,  si  Ion  avait  *  Ai  >  A.,      on  aurait      >^oAi  >  n^Ao. 

D'autre  part,  puisque     ni  >  n^,     on  a  aussi    ^lAi  >  WoAi. 

Donc  on  aurait  «lAi  >  n^k^, 

ce  (jui  est  faux,  puisque  ces  grandeurs  sont  identiques  à  A,  donc 
identiques  entre  elles. 

A        A 

Donc  —  <  — 
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Je  dis  ensuite  que  —  a  pour  limite  0,  si  n  croît  sans  limite; 
c'est-à-dire,  que  l'on  peut  donner  à  n  une  valeur  suffisamment 
grande  pour  que  —  soit  moindre  qu'une  grandeur  a  quelconque 
homogène  à  A,  quelque  petite  que  soit  a. 

En  effet,  nous  savons  (96)  que  nous  pouvons  prendre  n  suffisam- 
ment grand  pour  que  la  grandeur  na  soit  supérieure  à  A. 

Il  en  résultera 

a  >  — ,       car      a  <  —      entramerait       na  ^^  n  —  ou  A. 

n  n  n 


CHAPITRE  IV 
Nombres  fractionnaires. 

102.  Remarque.  —  Dans  tout  ce  qui  va  suivre,  lorsque  nous  parle- 
rons de  grandeurs,  il  s'agira  toujours,  sauf  avis  contraire,  de 
grandeurs  appartenant  à  une  même  classe  de  grandeurs  directement 
mesurables. 

103.  Définitions.  —  Considérons  une  grandeur  G  et  ses  multiples 
Gi  ^  mG  et  G.,  =  nG. 

Pour  exprimer  que  Gj  est  la  somme  de  m  grandeurs. égales  à  G, 
nous  dirons  que  Gj  contient  m  fois  la  grandeur  G, 

De  même  Go  contient  n  fois  la  grandeur  G. 

Donc  Gi  contient  m  fois  une  grandeur  que  G»  contient  n  fois. 

Gi  sera  déterminé  avec  précision  par  rapport  à  Go,  si  l'on  dit  que 
Gj  contient  )n  fois  une  grandeur  que  Go  contient  n  fois.  Le  concept 
schématique,  constitué  par  l'idée  synthétique  exprimée  par  cette 
phrase,  s'appelle  un  nombi^e  fractionnaire,  ou  plus  simplement 
une  fraction.  Cette  fraction  est  déterminée  par  les  deux  nombres 

m  et  n,  et  elle  se  représente  par  le  symbole  —  que  l'on  énonce  m 

sur  n,  ou  on  n"'"^^^.  Cette  dernière  appellation  est  réservée  aux 

fractions  numériques,  comme  -  =  cinq  septièmes,  —  =  treize 
onzièmes,  etc. 

m, 
La  fraction  —  est  donc  la  mesure  de  G,  par  rapport  à  Go,  ou 
n  1  ±  XX  . 

encore,  le  rapport  de  Gj  à  Go  ;  on  a  donc  : 

Gi  _  m  G  _  m 

Gi       n  G       n 
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104.  (1,   OU   mG  est  aussi  lu  produit  (25)  de  C,  ou  nG  par  la 

fraction  — ,  ce  «lue  l'on  exprime  en  écrivant  : 

7)7  tyi 

G,  =    -  G,      ou       onG^—'UG 

105.  La  grandeur  G  est  le  n''*^'""  de  G^;  on  peut  dire  que  G  se 
contient  une  fois,  ou  que  G  contient  une  fois  une  grandeur  que  G, 
contient  n  fois. 

La  mesure  de  G  par  rapport  à  G,  est  donc  la  fraction  — . 

On  peut  donc  écrire  : 

G         G         1  _        1    _        1      ^ 

-—  =  ——  =  -       ou       G  =  --Gj  = --nG. 
G.,       nG       71  n      ^      n 

106.  De  même,  Gj  ou  mG  contient  m  fois  une  grandeur  que  G 
contient  une  fois;  donc  la  mesure  de  Gj  par  rapport  à  G,  mesure 

m 
qui  est  le  nombre  entier  m,  est  aussi  la  fraction  — .  On  peut  donc 

écrire  que  les  deux  nombres  m  et  —  sont  égaux  (24)  c'est-à-dire 

m 
m  =  — • 

107.  \<>iiil>i*o»  4'Oiiiiiioii!i^iiH*al>l<^K.  —  Cette  propriété  des 
nombres  entiers  de  pouvoir  s'écrire  sous  la  forme  d'une  fraction, 
nous  permet  de  désigner  les  entiers  et  les  fractions  sous  un  même 
nom  :  7i07nhres  commensurables,  et  de  ne  pas  faire  de  distinction 
entre  eux  dans  les  démonstrations  de  théorèmes  qui  s'y  rapportent. 

108.  Remarque.  —  Un  nombre  commensurable  est  une  synthèse 
de  deux  idées  : 

P  Le  nombre  d'objets  de  la  collection  dont  le  nombre  commen- 
surable est  la  mesure  ; 

2°  Le  nombre  d'objets  de  la  collection  servant  d'étalon. 

Le  1"'  de  ces  nombres  s'appelle  le  numérateur;  le  2'"  s'appelle 
le  dénominateur. 

Le  numérateur  et  le  dénominateur  sont  appelés  les  deux  te^'ines 
du  nomltre  commensurable. 

109.  Remarque.  —  Le  raisonnement  d'abstraction  qui  a  déjà  été 
développé  (51)  permet  de  dire  que  le  nombre  un  est  une  collection 

de  n  92'«'»''«;  —  représente  alors  un  être  abstrait  que  l'on  appelle  le 

n"''"''dc  l'unité;  et  la  fraction  —  est  une  collection  de  m  )i''^""'-\ 

n 
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110.  Remarque.  —  Le  mot  commensurable  se  justifie  comme  suit  : 
En  français,  le  mot  mesure  a  trois  significations  bien  distinctes; 

11  désigne  : 

1"  L'action  de  mesurer; 

2°  L'objet-étalon  qiu  sert  à  mesurer; 

3"  Le  résultat  de  l'opération,  c'est-à-dire  le  nombre. 

Les  grandeurs  mG  et  nG  sont  dites  commensurables,  c'est-à-dire 
■qu'elles  ont  une  commune  mesure,  en  ce  sens  que  le  même  étalon  G 
est  contenu  un  nombre  entier  de  fois  dans  chacime  d'elles  ;  et  c'est 

par  extension  que  le  nombre  —  qui  exprime  ce  double  fait,  est  appelé 

.un  nombre  commensurable. 

111.  Théorème  fondamental.  —  Si  Von  multiplie  les  deux  termes 
d'un  nombre  commensurable  par  un  même  nombre  entier,  on 
■obtient  un  noj/tbre  commensurable  égal  au  nombre  considéré. 

Je  dis  que  le  nombre  —  est  égal  au  nombre  — -^• 
^  n  °  np 

Soit  G  une  grandeur  arbitraire;  on  aura  : 

m  _  mG 

n        nG 

Divisons  G  en  p  pai'ties  égales  G'. 

On  aura  G  =  pG'      et      mG  =  m  {pG')  ==  (pm)  G'  =  {)np)  G'. 
De  même  :  nG  =(np)G'. 

Donc  7nG  contient  mp  fois  la  grandeur  G'  que  nG  contient  np 
fois  ;  et,  par  conséquent  : 

m  G         771  fj  771         771ÏJ 

—-  ^  —^  OU         —  =  —^  . 

7iG       np  n        np 

112.  Corollaire.  —  Si  les  deux  termes  d'un  nombre  commensurable 
sont  divisibles  par  un  même  nombre  entier,  en  supprimant  ce  facteur 
-commun  aux  deux  termes  on  obtient  un  nombre  égal. 

113.  Théorème.  —  Toute  grajideur  directe)7ie7it  77iesu7mble 
peut  être  multipliée  par  un  nombre  co77i77iensurable. 

Soient  la  grandeur  G  et  le  nombre  commensurable  —  =  —77» 
^  n        n\j 

mesure  de  la  grandeur  ?«U  par  rapport  à  nV.  Xous  savons  que 
multiplier  G  par  —  c'est  trouver  une  grandeur  G'  qui  ait  le  nombre  — 

comme  mesure  par  rapport  à  G,  c'est-à-dire,  qui  contienne  m  fois 

une  grandeur  que  G  contient  n  fois.  Or  G  étant  directement  mcsu- 

c  c 

rable,  est  divisible  en  n  parties  égales  -.  La  somme  771  -~  de  }7i  de 

'^  71  n 
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ces  parties  est  la  grandeur  G'  demandée.  La  grandeur 

G'  =  m  -  =  —  G 

n       n 

est  une  grandeur  de  la  môme  classe  que  G. 

Multiplier  une  grandeur  par  un  nombre  —  c'est  donc  faire  la 
somme  do  m  )?'''""'■'  de  cette  grandeur. 

114.  Siiiiplifioalioii  «Icm  fractions;  réduction  au 
même  4iôii4»mi  lia  tour. 

Voir  Tartinville,  éd.  1902,  n'^^  468,  469  et  479  à  504. 

115.  Somme  de  nombre»  «'ommeni^iirables  (29). 

Théorème.  —  Lrr  somme  de  plnsieurs  nombres  commensiir cibles 
soblient  en  réduisant  ces  no^nbres  au  même  dénominateur  et 
en  formant  un  nombre  commensurable  ayant  pour  numérateur 
la  somme  des  numérateurs  et  pour  dénominateur,  le  dénojni- 
nateur  commun. 

Soient  les  nombres   r^»  -r->---ir- 
ài    b.      b„ 

Soient  -^ '-#'•••',-   des  nombres   qui   leur   sont    respectivement- 
d    d        d 

égaux. 
On  a  (30) 

^1       ^2       ■■■       b,,      d  ^  d^  •••  ^  d 
Soit  G  une  grandeur  directement  mesurable  quelconque. 
On  aura  (33) 


Or,  7.1  G 

-T  G  =^  aj  — ; 


et 


d  ^  "  ^-1  d 

«1  j  +  «2  ^i  +  •••  +  a„  ^  =  (ai  +  a,  +  ...  +  a„)  -j 

_ai+a,  ^  ...  +a„(.^ 


Donc  or.i    |_  «2  \^-n_  «1  +  «2  +  •••  +  y-« 

d  '^  d  ^  ••'  ^7/  "~  d 

Le  résultat  est  indépendant  de  G,  ainsi  d'ailleurs  que  nous  l'avons 
démontré  d'une  façon  générale  (31). 

116.  Propriétés  des  sommes  de  nombres  commensurables. 
Voir  Tartinville,  n"^  511  à  518. 


NOMBRES   FRACTIONNAIRES.  37 

nîITt'ronc'o  tlo  doux  noiiil>re$i^  c*oiiiiiieii«>«iirable$ii  (37). 

117.  Théorème.  —  La  différence  de  deux  nombres  commen- 
siirables  s'obtient  en  réduisant  ces  nombres  an  même  dénomi- 
nateur et  en  formant  un  nombre  commensurable  ayant  pour 
numérateur  la  différence  des  numérateurs  et  pour  dénojnina- 
ieiir,  le  dénominateur  commun. 

Soient  -}  et  -f  deux  nombres  égaux  respectivement  à  t^  et  t^. 
d       d  b^       bo 

a,       a^  a,       ao 

Si  T^  >  if      on  aura       -y  >  -f      o^i       a,  >  a.,, 

^1       b.^  d       d  . 

car  ïT  G  =  ^  G  =  ai  ^     et      -^  G  =  a™  -r- 

by  d  d  b.  -  d 

G  G 

Donc  SI  ai  ^  >  ao  -r 

d         '  d 

on  aura  ai  >  a,. 


Soit 


a.,  =  a 


a,    ,    ao        a,  -h  ao        a. 
On  aura  ^  +  -y  =    '    ,      =  V 

Donc  T—  + 


ou 


~     d 

( 

ai  —  a, 

f^ 

(/ 

^^1 

«2        ai 

^2 

■  b. 

a^  _ 

bo       b.  d 

118.  Théorème.  —  Pour  qu'un  nombre  commensurable  soit 
plus  grand  qiCun  autre,  il  faut  et  il  suffit  qu'il  soit  égal  à  la 
somme  de  cet  autre  et  d'un  troisième  nombre  commensurable. 

Produit  de  iioiiibres  eoiiiiiioiisurables  (39). 

119.  Théorème.  —  Le  produit  d'un  nombre  commensurable 
par  un  autre  est  un  nombre  com7nensiirable  ayant  pour 
numérateur  et  pour  dénominateur  respectivement  les  produits 
des  termes  de  même  nom  des  deux  nombres. 


Soient    les    nombres 

a       c 
'     b        d  ' 

G    une    grandeur 

directement 

mesurable  quelconque, 

et  soient  : 

Gi  = 

a 
b^ 

G,  =  l  G. 

On  sait  (39)  que 

^-(f 

X^G. 

Je  dis  que 

a      c 

Â  X  -7  = 
b      d 

ac\ 
"M 
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Divisons  0  on  h  parties  ôgales  A,  pi  chaque  A  en  d  parties  égales  B. 

On  aui-a  G  -=  bX       et       A  =  dB 

donc  G  -  b  [d'S)  -  (db)  B  =  (^(/)  B. 

G,  contient  a  fois  la  grandeui^  dB  que  G  contient  b  fois  : 
donc  G 1  =  a  (f/B)  -  {da)  B  =  (rti/)  B  =  d  («B) . 

Go  contient  c  fois  la  grandeur  aV>  que  Gj  contient  f/  fois 
donc  G.3  =  c(aB)  =  (flc)B. 

On  voit  donc  que  G,  contient  ac  fois  la  grandeur  B  que  G  contient 
bd  fois  ; 
donc  Go  ^  jpi  G. 

120.  Corollaire  I.  —  f'n  nombre  commensurable  v   est  égal  aux 

al  \      a      ^       ^       a 

produits  "  X  V  =  a  X  T  =  ^  X  1  =  1  X  ^• 

121.  Corollaire  II.  —  Le  produit  de  plusieurs  nombres  commen- 
surables,  c'est-à-dire  le  nombre  obtenu  en  faisant  le  produit  du 
l*"''  par  le  2'';  le  produit  du  résultat  par  le  3^  etc..  est  le  nombre 
commensurable  ayant  pour  numérateur  le  produit  des  numérateurs 
et  pour  dénominateur  le  produit  des  dénominateurs  des  nombres 
considérés. 

122.  Corollaire  III.  —  Le  pi'oduit  de  plusieurs  nombres  coramen- 
surables  est  indépendant  de  l'ordre  dans  lequel  on  les  considère. 

123.  Remarque.  —  Le  produit  de  deux  nombres  commensurables 
est  indépendant  de  la  grandeur  qui  a  servi  à  le  délinir,  ainsi  qu'il  a 
d'ailleurs  déjà  été  démontré  d'une  manière  générale  (41). 

124.  Remarque.  —  Les  nombres  r  et  -  sont  inverses  l'un  de 
l'autre. 

Car,  G  étant  une  grandeur  directement  mesurable,  on  a  : 

a_aG  ^—^. 

b  ~  bG  a  ~  ciG 

Or,   ir^r-et  — ^  sont  deux  nombres  inverses  (24). 
OG         ClG 

125.  Théorème.  —  Le  produit  de  deux  nombres  inverses  est 

égal  à  1. 

n  b       ab 
On  a,  en  ellet  :             y  X      =  -^  =  1- 

'  b  a       ab 
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126.  Rapport    on    qiiotioiit   (46)   fie    doux    iioiuhres 

eoiiiiiioii»«iii*al>lo§t.  Théorème.  —  Le  quotient  de  deux 
noinbj-es  commensurables  est  un  n07nbre  comrnensurable 
égal  au  produit  du  premier  par  V inverse  du  second. 

Soient  les  nombres  7  et  -,  et  le  produit  ~r-  ^a  t  par  -  ; 
b      d  ^  bc        b  ^       c 

On  aura  : 

ad      c  _  c      ad  __  cad  _  a 

bc      d  ~  d      bc  ~  dbc  ^  b 

127.  Remarque.  —  L'inverse  d'un  nombre  commensurable  est  le 
quotient  de  1  et  de  ce  nombre  (125). 

7n  1 

L'inverse  d'un  nombre  entier  )n  =  —  est  la  fraction  — 

1  //( 

128.  Fraction  <'oiiiploxo.  —  Lorsque  le  nombre  t  est  consi- 

•  d 

déré  comme  le  produit  de  -,  par  -r-,  ce  dernier  nombre  est  plus 

a      c 
spécialement  appelé  rapport  des  nombres  t  et  -,.  On  le  représente 

alors  par  le  svmbole 

c 
d 

et,  si  on  lui  conserve  cette  forme  représentative,  ce  nombre  est 
appelé  fractio)i  complexe. 

a         c 
Le  même  nombre  s'appelle  quotient  de  j  par  ~^  si  l'on  considère 

a  c 

que  ,-  est  le  produit  de  ce  nombre  par  -^  On  le  représente  alors  par 

le  symbole  ^^      ^ 

b  •  d 

Sacrifiant  à  l'usage  courant,  nous  ne  ferons  usage  ni  du  mot 

rapport,  ni  du  svmbole 

a      c 

Ainsi  donc  nous  dirons  qu'une  fraction  complexe  ^  est  le  quotient 
des  nombres  commensurables  A  et  B. 

129.  Définition.  —  Le  quotient  (proprement  dit)  d'une  fraction  j- 

par  un  nombre  entier  m  est  le  nombre  j—.  On  l'appelle  m^^»^  partie 

de  ,  ,  à  cause  de  l'égalité  : 

a  am      a 

bm  bm      b 
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130.  Remarque.  —  Pour  l'étude  délaillée  des  nombres  commen- 
surablcs.  nous  renvoyons  le  lecteur  au  Cours  d'Arithi/uHifjue  de 

A.    TARTIN VILLE. 

131.  IVriiiii<a<i4»iiN.  .\rrnii;;-<MiioniN.  C4»iiil>iiiaiMonN. 
l^iiiMwuiieo  III'   «riiiie  ^«oiiiiiio. 

Voir  R.  NiEWENGLOwsKi,  Coins  iVAIgèbi^e,  6^  édition,  Tome  P"", 
Chapitres  V,  VI,  VIL 

{a  +  br  =^2,  P~P7,  "  ^    =2  ^.«  ^         ^. 

y.  -\-  p  =^  7)1. 

(a  +  b  -j-  c  +  ...  +  0'"  =^  p    p^"'    p    ri^'b^c'  ...  Z^- 

-^^    f^    fr^    ...    f; 

a  +  H  +  y  +  ...  +  A  =  m. 


CHAPITRE  V 

Nombres   incommensurables. 

132.  Définition.  —  Considérons  deux  grandeurs  G  et  G'  appartenant 

à  une  même  classe  de  grandeurs  directement  mesurables;  et  soit  G" 

une  partie  aliquote  arbitraire  de  G'. 

Si  G  est  une  multiple  niG'  de  G',  G  a  pour  mesure  par  rapport 

p 

à  G'  le  nombre  -^  =  m. 

G 

Si  G  est  un  multiple  mG"  de  G"  et  si  G'  est  un  multiple  uG"  de 

cette  grandeur,  la  grandeur  G  a  pour  mesure  par  rapport  à  G', 

,  ,  G       m 

le  nombre  t^tt  =  — 

G'       n 

Mais  rien  ne  prouve  que  G  soit  nécessairement  un  multiple  de  G". 

Ainsi,  par  exemple,  on  démontre  aisément  que  le  côté  et  la 
diagonale  d'un  carré  n'ont  aucune  commune  mesure. 

Les  nombres  commensurables  peuvent  donc  être  insuffisants  à 

déterminer  avec  précision  G  par  rapport  à  G'. 

G' 
Si  G  n'est  un  multiple  d'aucune  partie  aliquote  -'  de  G'  quel  que 

soit  l'entier  n,  le  nombre  ^r,  est  dit  incomonensurable.  Ce  nombre 
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pourra  être  déterminé  soit  par  la  connaissance  des  grandeurs  G  et 
G',  soit  ainsi  que  nous  allons  le  voir,  par  la  connaissance  de  tous 
les  nombres  commensurables  plus  petits  et  de  tous  les  nombres 
commensurables  plus  grands  que  lui;  soit  enfm  par  une  de  ses 
propriétés.  C'est  de  cette  dernière  manière  que  les  nombres  incom- 
mensurables algébriques  sont  généralement  déterminés  (Avant- 
Propos,  p.  xy). 

133.  WhibIu'os  iiatiii'ol».  —  L'ensemble  des  nombres  commen- 
surables et  incommensurables  sera  appelé  l'ensemble  des  nombres 
natxrels  ou  simplement  des  nombres  (jusqu'à  ce  que  nous  ayons 
détini  d'antres  nombres). 

134.  Égalité,  Somme,  Inégalité,  Différence,  Produit  et  Quotient  de 
nombres  naturels.  —  Voir  ('liapilro  I,  n*'^  24  à  48. 

135.  Nombre  vaa'iabUs  —  Lorsque  des  grandeurs  Gj,  G.,,... 
G„...  sont  considérées  comme  des  états  particuliers  pris  par  une 
grandeur  variable  G,  leurs  mesures  x^,  Xo,...  x„...  sont  consi- 
dérées comme  des  valeurs  particulières  prises  par  un  noiubre 
variable  x,  mesure  de  la  grandeur  variable  G  par  rapport  à 
l'étalon  commun. 

Cette  conception  de  nombre  variable  présente  l'avantage  de 
simplifier  considérablement  les  raisonnements  relatifs  aux  ensembles 
de  nombres  ainsi  représentés. 

Tout  nombre  qui  n'est  pas  variable  est  dit  constant,  comme  la 
grandeur  dont  il  est  la  mesure. 

136.  L.iiiiitfo«riiiiiioiiil>rovai*ial>lc.  —  Lorsqu'une  grandeur 
Tariable  G  a  une  limite  A,  et  si  U  est  une  grandeur-étalon  constante, 

A  C 

le  nombre  -r^  s'appelle  limite  du  nombre  variable  —  • 

Si  la  grandeur  G  croit  sans  limite,  on  dit  que  sa  mesure,  le 
nombre  —  croît  sans  limite. 


Si  la  grandeur  G  a  pour  limite  zéro,  on  dit  que  sa  mesure  -r- 
a  pow  lijnite  0. 

137.  Théorème  L  —  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
qu'un  nombre  variable  ait  pour  limite  0  est  qiCil  puisse  devenir 
et  rester  définitivement  moitidre  que  tout  nombre  déterminé, 
quelque  petit  que  soit  celui-ci. 
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n 

En  clTol  :  1"  Dire  que  -p-  a  pour  limite  0,  c'est  dire  que  G  a  pour 

limite  zéro,  c'est-à-dire  que,  quelque  petit  que  soit  le  nombre  -^r  =  a,, 
ou  quelque  petite  que  soit  la  grandeur  A  (24),  on  peut  rendre  G 
dtMinitivement  moindre  que  A.  Donc  —  sera  alors  définitivement 

moindre  que  a. 

2**  Si  l'on  considère  une  grandeur  A  arbitraire,  quelque  petite^ 

G  A 

qu'elle   soit,   si  —  est  rendu  définitivement  moindre  que  a  =  yr,. 

G  est  définitivement  moindre  que  A;  donc  G  a  pour  limite  zéro. 

.     .  G 

amsi  que  —  • 

138.  Théorème  II.  —  La  condition  nécessaire  et  suffisante 

pour  quuii  nombre  variable  —  ait  'pour  limite  un  nombre 

A 

déterminé  —  est  que  la  différence  entre  ces  deux  nombres  aif 

pour  lignite  0. 

G 
En  effet,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  —  ait  une- 

\ 

limite  —  est,  en  vertu  de  la  définition  (136),  que  G  ait  pour  limite  A, 

c'est-à-dire  que  la  différence  D  entre  G  et  A  ait  pour  limite  zéro,  ou 

D  G  \ 

que  le  nombre  —  qui  est  la  différence  des  nombres  -7  et  -rr,  ait 
L  u  L 

pour  limite  0. 

139.  Théorème  III.  —  La  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  qu'un  nombre  croisse  sans  limite  est  qu'il  puisse  être 
rendu  définitivement  plus  grand  que  tout  le  nombre  donné,, 
quelque  grand  que  soit  celui-ci. 

ç 

1°  Dire  que  -p  croît  sans  limite,  c'est  dire  que,  quelque  grand 

que  soit  un  nombre  -zr,  G  pourra  être  rendue  définitivement  plus 

G  A 

grande  que  A.  Donc  —  sera  définitivement  plus  grand  que  —• 

2°  Quelque  grande  que  soit  une  grandeur  A,  c'osl-ù-dire,  quelque- 

A  G 

grand  que  soit  un  nombre  —,  dire  que  —  peut  être  rendu  défini- 
tivement plus  grand  que  -î-r,  c'est  dire  que  G  peut  être  rendue- 
définitivement  plus  grande  que  A  ;  donc  G  croit  sans  limite,  et,, 
par  définition,  -y  aussi. 
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140.  Théorème  IV.  —  Lorsqu'un  nombre  variable  croit  con- 
stamment tout  en  restant  moindre  qu'un  nombre  constant 
déterminé,  ce  nombre  a  une  limite,  inférieure  ou  égale  au 
nombre  constant. 

n 

Soit  un  nombre  variable  -^,  variable  parce  que  G  croit,  U  restant 

c 
constant  ;  et  soit  A  une  grandeur  constante  telle,  que  —  reste  toujours 

moindre  que  yr- 

G  restera  toujours  moindre  que  A,  tout  en  croissant  constamment. 
Donc  G  a  une  limite  B,  inférieure  ou  égale  à  A  (87);  et  par  suite, 

—  a  une  limite  —,  inférieure  ou  égale  à  ^• 

De  même,  si  un  nombre  décroissant  reste  constamment  supérieur 
à  un  nombre  constant,  il  a  une  limite,  supérieure  ou  égale  à  ce 
nombre  constant. 

141.  Théorème  V.  —  Lorsqu'un  nombre  est  constamment 
compris  oitre  deux  autres  nombres  qui  ont  une  même  limite, 
ce  noinbre  a  la  même  limite. 

\ 

Dire  que  le  nombre  —  est  constamment  compris  entre  les  nombres 

T)  ri 

—  et  —  c'est  dire  que  la  grandeur  A  est  constamment  comprise 
entre  les  grandeurs  B  et  C.  Si  les  mesures  de  celles-ci  ont  une 
même  limite  —,  ces  grandeurs  ont  la  même  limite  L  (136).  Donc  A 

a  la  mémo  limite  L  (89)  et,  par  conséquent,  jr  a  pour  limite  — • 

142.  Remarque.  —  Lorsqu'un  nombre  est  constant,  on  dit  qu'il 
a  une  limite  qui  lui  est  égale. 

143.  Théorème  VI.  —  Lorsque  deux  nombres  ont  si^nulta- 
nément  chacun  une  limite,  leur  somme  et  leur  différence 
ont  simultanément  chacune  une  limite  égale  à  la  somme  et  à 
la  différence  des  limites  de  ces  no^nbrcs. 

\         B 

Soient  les  nombres  -rr  et  -r^  dont  les  limites  sont  les  nombres 
L  u 


B,. 


Al        Bi 

rr^  et  -r^;  on  aura  : 

lim  A  =  Al        et 

lim  B 

4               B 

On  sait  (29)  que         T  +  "rj  "" 

A  +  B 
U 
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On  sail  aussi  (92)  que  liui  (A    f-  B)  =  A,  +  Bi- 

Donc 

,•     ^A    ,    B\       ,:„.A  +  B       Ai+Bi 

A,    .    Bi       ,.      A    :    ,.       B 

=  u  +  r  =  ''"^  u  ^- 1^"^  u  • 

De  même,  on  a  vu  (93)  que  si  A,  >  Bi,  on  pourra  rendre  A 
définitivemcni  plus  grand  (jue  B. 

Soit  D  =  A  —  B        ou        A  =  B  +  D. 

A         B    ,     D 

On  aura  ^^  =  y  -f-  -p^* 

,•      A        ,.      B    ,    ,.      D 
Donc  lim  —  =  lim  -rr  +  lim  ^ 

oar  on  sait  (93)  que  D  a  une  limite  :  (A,  —  Bj); 

,.      D        ,.      A        ,.      B 
d  ou  lim  ^  =  lim  ^  —  lim  — • 

144.  Corollaire.  —  Lorsque  les  termes  variables  d'un  polynôme 
arithmétique  ont  simultanément  chacun  une  limite,  le  polynôme  a 
une  limite  qui  est  égale  au  polynôme  obtenu  en  substituant  sa 
limite  à  chacun  des  termes  variables. 

145.  Remarque.  —  Le  lecteur  aura  soin  de  poursuivre  maintenant 
dans  le  Couj's  (VAi'ithmctique  de  A.  Tartls'Ville,  l'étude  des 
nombres  commensurables  (n"^  672  et  suivants  jusque  728). 

146.  Définition.  —  Nous  appellerons  suite  croissante,  une  suite 
de  nombres  non  décroissants,  et  suite  déa-'oissanic,  une  suite 
de  nombres  non  croissants. 

147.  Définition.  —  G  et  U  étant  deux  grandeurs  d'une  même 
classe  de  grandeurs  directement  mesurables,  et  —  étant  la  mesure 
de  G  par  rapport  à  U,  considérons  la  suite  illimitée  des  multiples 
de  — ,  c'est-à-dire,  des  produits  de  V  par  les  multiples  de  —  : 

±r,  ±r,  -i,-,...  Al-,  1  +  iv,... 

71        n        n  n  n 

Nous  savons  (96)  qu'il  existe  un  premier  multiple  de  —  supérieur 
à  G. 

Soit  {k  -\-  \)  —  =  — '-^^—  U     cette  grandeur. 
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Alors  G  sera  égale  ou  supérieure  au  multiple  précédent  et  l'on 
peut  exprimer  ces  deux  circonstances  au  moyen  de  la  formule  : 

n  n 


d'où  résulte  (24j 


n  ^  U  u 


La  différence  entre  -rr  et  chacun  des  nombres  —  et  est 

l  }i  II 

moindre  que  la  différence  entre  ces  deux  nombres,  c'est-à-dire  — 

n 

—  et  sont  appelés  vaJeiws  de  -rr  armi'ochées  à  moins 

de  —  ;  la  première,  par  défaut;  la  seconde,  par  excès. 

Les  valeurs  approchées  d'un  nombre  à  moins  de  —  sont  donc  les 

deux  multiples  consécutifs  de  —  (|ui  diliérent  du  nombre  en  question 

de  moins  de  — 
n 

148.  Théorème.  —  Toiit  nombre  naturel  est  la  limite  com)nune 
de  deux  suites  de  no))tbres  commensurables  répondant  aux 
trois  caractè)-es  suivants  : 

\°  La  première  suite  est  o'oissante ,  la  deuxiè)ne  est  décrois- 
sante; 

2°  Tout  )iO)nbre  de  la  première  suite  est  moindre  que  tout 
nombre  de  la  seconde; 

3°  La  différence  entre  deux  nombi^es  de  même  rang  dans  les 
deux  suites  décroit  et  a  pour  limite  0,  lorsque  Von  fait  croiti'e 
le  ra)ig  sans  limite. 

ç 

Considérons  le  nombre  -p-  =  mes  G. 

l  u 

Comparons  d'abord  la  grandeur  G  à  la  suite  des  multiples  de  U, 
produits  de  U  par  les  nombres  entiers  1,  2,  3,  ...  r^o,  «o  +  1,  ••• 

Si  G  n'est  égale  à  aucune  de  ces  grandeurs,  supposons  G  comprise 
^ntre  deux  grandeurs  consécutives 
«oU  et  (^0  +  1)^%     ou    a^,V  et  AqU,     en  posant    \q  =  aQ-\-\. 

On  aura  donc  : 

ri 

«ûU  <  G  <  AoU      ou      «0  <  -p  <  Ao- 
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C  1 

Considérons  ensuite  les  valeurs  approchées  de  —  à  moins  de  — r 

u  fil 

?ij  étant  un  entier  quelconque  autre  que  1. 

Soient  rt,  -=  — ^       et       A,  =-  — ^ ces  valeurs. 

tii  "i 

Soient  encore  : 

a.  =  — =-       et       A.,  == • 

no  = —       et       Ag  = 


ttr  = et        A, 


G   . 


les  valeurs  approchées  de  —  à  moins  de 
1  1  1 


rii.  Ho,  ...  n,-  étant  tous  entiers  autres  que  1. 

I.  Supposons  d'abord  que  G  ne  soit  égale  à  aucun  des  produit» 
de  U  par  les  nombres  a,  quelqu'élevé  que  soit  le  rang  de  ces  nombres. 

Je  dis  que  les  suites    «o    "\     ^2     ..■  a^-    ••• 
Ao    A,     A.,     ...  A,.    ... 
répondent  aux  trois  caractères  cités. 
P  On  a  : 

Clr   =   •   =  ei  Lly  _L   j    —   

n^n-y  ...  n,.       n^n»  ...  rirUy  ^  1  n{n^_  ...  ^î,- +  i 

1  G 

Clr  est  donc  un  multiple  de  inférieur  à  -rr,  alors 

n^n.  ...  lly  j^  1  L 

que  ciy  +  1  est  le  plus  grand  de  ces  multiples  inférieurs  à  — • 

Donc  a  y  <^  a  y  +  j. 

De  même  : 

ky-V\                          {ky    +     1)    n;.    +     1                                                                            /'';-    +1     +     1 
A;-     =     ==    ei  A;-  4.    1     =    —  ' 

n^n»  ...  lly       n^n.2  ...  )iy)iy  j^  1  «i^^o  ...  «;- +  1 

1  G 

Ar  est  donc  un  des  multiples  de  supérieurs  à  — ^ 

/2l>?2    ...    lly  4-1  L 

tandis  que  A,- .;.  1  est  le  plus  petit  de  ces  multiples. 
Donc  A;-  >  Ar  4.  ,. 

La  première  suite  est  donc  croissante,  et  la  seconde,  décroissante. 
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2"  Des  inégalités  : 
Usl'  <  G     et     G  <  A;X^     on  déduit     asV  <  A;-U     ou     ««  <  A;-. 

3°  A;.  —  ((r  = ^ 

Hin.^  ...  }(,- 

Ce   nombre   est   la    mesure    par   rapport   à   U   de   la  grandeur 

r   ou   laquelle  est  une  partie  aliquote  de  IT, 

qui  a  pour  limite  zéro  lorsque  l'on  fait  croître  sans  limite  le  nombre 
n,)h,  ...  n,.  (101).  Donc,  lim  (A;-  —  a,)  =--  0  (136). 

n 

Les  nombres  a  sont  croissants  et  tous  moindres  que  -~,  donc  ils 

ont  une  limite,  inférieure  ou  égale  à  —  (140)  ;  les  nombres  A  sont 

décroissants  et  tous  supérieurs  à  —,  donc  ils  ont  aussi  une  limite, 

supérieure  ou  égale  à  —  ;  enJin,  on  peut  donc  appliquer  le  théorème 

du  n"  143,  et  écrire 

lim  (A;-  —  «;-)  =  lim  A;-  —  lim  a,-  =  0. 

D'où  lim  A^  =  lim  «;-. 

c 
Le  nombre  —  étant  constamment  compris  entre  les   nombres 

f(r  et  A;-  qui  ont  une  même  limite  est  donc  lui-même  cette  limite 
(141  et  142). 

Donc  -p  =  lim  a,-  =  lim  A,-. 

n.  Supposons  que  G  soit  égale  à  la  grandeur  a,L  ;  77  sera  donc 

L 

le  nombre  a,- 
—  sera  aussi  égal  à  tous  les  a  suivants,  car  on  a  : 

«r  = =-  ^  ' =  ar  +  1. 

^1^2  ...  12,'       n^n.^  ...  rirUr  +1 
Les  A  seront  décroissants,  puisque  : 

1 


Ar  =  Clr  + 


n^n^  ...  nr 
et    A;.  +  1  =  a,.  +  1  H =  a,.  -\ 

Or,     <  ;    donc    A;,  .  1  <  A;-. 

'lliU^  ...  riyUr  4-  1  ^1^2  ...  Ylr  ^ 
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Enfin  lim  (A;^  —  a,-)  =  lira =  0. 

^  '  n-iiin  ...  n,- 

a,-  étant  un  nombre  constant,  on  déduit  de  là  (138)  : 

O-r     ^       T-       ="      lira     A;-. 

Le  tliéorémc  est  donc  déniontr('  dans  tous  les  cas.  (La  seconde 

hypothèse  ne  se  présente  évidemment  pas  si  —  est  un  nombre 

u 

incommensurable). 

149.  Remarque.  —  La  grandeur  G  est  la  limite  commune  des 
grandeurs  a,X    et  A;-l". 

150.  Théorème.  —  Toute  grandeur  directement  mesurable 
peut  êt)'e  nrultipliée  par  un  nombre  inco)nmensurable. 

Soit  une  grandeur  G,  et  un  nombre  incommensurable  —  défini 

par  deux  grandeurs  A  et  U,  d'une  même  classe,  à  laquelle  n'appar- 
tient pas  nécessairement  G. 

On  peut  appliquer  à  G  le  traitement  qu'il  faut  appliquer  à  U 
pour  former  A. 

En  eflfet,  si  l'on  considère  les  suites  commensurables  a  et  b 
obtenues  à  l'aide  de  A  et  U  comme  il  est  dit  au  théorème  précédent, 
la  grandeur  A  est  la  limite  commune  des  grandeurs  aV  et  ^U.  Je  dis 
que  les  grandeurs  aO  et  bG  ont  aussi  une  limite  commune. 

En  elfet,  «G  croit  tout  en  restant  moindre  que  />oG  ;  donc  cette 
grandeur  a  une  limite  ;  bG  décroit  tout  en  restant  supérieure  à  a^G, 
donc  cette  grandeur  a  aussi  une  limite.  Ces  limites  sont  égales  : 

lim  (bG  —  «G)  =  lim  (bG)  —  lim  (aG)        (92) 

et  bG  —  aG^(b  —  a)  G  (68). 

Donc  lim  (bG)  —  lim  aG  =  lim  [(b  —  a)  G]. 

Mais  lim  (b  —  a)  =-  0.  Donc  lim  [(b  —  a)  G]  =^  0,  car,  quelque 
petite  que  soit  une  grandeur  Go,  on  peut  prendre  (b  —  a)  moindre 

que  -r,  oi  (b  —  a)  G  sera  rendu  dôlinitivement  moindre  que  Gq  (24). 

11  résulte  de  là  que  l'on  a  : 

lim  (bG)  —  lim  (aG)  =  0    ou    lim  (bG)  --  lim  (aG). 

C'est  cette  limite  commune  de  bG  et  de  aG  qui  est  donc  le  produit 

\  A 

de  G  par  le  nombre  4-5  et  qui  se  représente  par  le  sj^mbole  —G. 
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151.  Théorème.  —  iSi  l'on  considère  deux  suites  illimitées  de 

noinbres  naturels  \   .^    -  '"  ,"  '"  obtenus  par  un  procédé  de 
f  Al  A2 ...  A„ ... 

calcid  quelconque  mais  défini,  et  présentant  les  trois  car-actcres 
suivants  : 

V  La  première  suite,  croissante  ;  la  deuxième,  décroissante; 

2"  Tout  nombre  de  la  première  suite,  moindre  que  tout 
nombre  de  la  deuxième; 

3°  La  différence  entre  deux  nombres  de  même  rang  dans  les 
deux  suites,  allant  en  décroissant  et  ayant  pour  limite  0, 
lorsque  Von  fait  croître  le  rang  sans  limite; 

Ces  deux  suites  ont  une  limite  commune. 

Par  hypothèse  on  a  : 

tt\  <  «2  ^  •••  =^  c^n  <  ■•■  <  K  ^  •••  <  A.,  <  Al. 

et  lira  (A„  —  a„)  =  0. 

M-^  oo. 

t^'"  cas.  —  Supposons  que  l'égalité  éventuelle  ne  se  prolonge 
indétlnitivement  dans  aucune  des  deux  suites. 

Les  nombres  a  sont  croissants  et  tous  moindres  que  Aj ,-  donc  ils 
ont  une  limite  (140). 

Les  nombres  A  sont  décroissants  et  tous  supérieurs  à  a^;  donc  ils 
ont  aussi  une  limite. 

On  a  donc  (143)  : 

lim  (A,  —  a„)  =  lim  A„  —  lim  a„. 
Or,     lim  (A„  —  a„)  =  0.      Donc      lim  A„  —  lim  «„  =  0 
et  par  conséquent  lim  A„  =  lim  a„. 

2^  cas.  —  Supposons  qu'à  partir  d'un  certain  rang,  l'égalité  se 
prolonge  indétlnitivement  dans  l'ime  des  suites  ;  soit  par  exemple  • 

«1  <  «2  ^  •••<««  =  «„+  1  =  ••• 
L'égalité  éventuelle  ne  peut  pas  alors  se  prolonger  indétlnitivement 
dans  l'autre  suite,  car  tout  a  étant  moindre  que  tout  A,  la  dififé- 
rence  A„  —  a^  deviendrait  constante  sans  être  nulle  ;  elle  n'aurait 
donc  pas  pour  limite  0. 

a„  étant  constant  et  lim  (A„  —  a„)  étant  égale  à  0,  A„  a  pour 

limite  a„,  c'est-à-dire  que 

lim  A„  =  a,,. 

152.  Conséquence.  —   Tout  nombre  incommensurable  peut  être 
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considéré  comme  déterminé  par  deux  suites  illimitées  de  nombres 
commonsu râbles  dont  il  est  la  limite  commune,  et  qui  présentent 
les  3  caractères  spécifiés  ci-dessus  (148  et  151). 

153.  Remarque.  —  Voici  trois  exemples  importants,  d'application 
du  théorème  précédent. 

1"  exemple.  —  La  conversion  en  nombre  décimal  d'une  fraction 
ordinaire  irréductible  -r  fournit  la  suite  rc,,  a^,  ...  a„  ...  des  quotients 

ai)prochés,  à  moins  d'une  unité  d'un  ordre  décimal  de  plus  en  plus 
élevé,  des  nombres  a  et  b.  Les  nombres  obtenus  en  ajoutant  une 
unité  du' dernier  ordre  décimal  à  chacun  des  nombres  rt,,  a.2,  ...  a^ 
constituent  la  suite  Aj,  A.,,  ...  A„  ...  Ces  deux  suites  répondent  aux 
8  caractères  indiqués.  En  effet  : 
P  Si  l'on  pose 

Q^         ,     _  Q„  +  1        ik    '  ^  ^  Q»  +  1 
'"        10"  "  10'^  10'^  ^   è  10" 


"   "'"   '  10"   +   ^  '^^«  +   1  \Çfl  +   1  JQ)i    +   1     -^       ^       '^  IQ»   +   1 


on  sait  que  Q„  est  le  nombre  des  dizaines  de  Q„  +  i  ;  donc 

Q„10  -:  Q,.  +  ,  <  (Q„  +  1)  10    et    Q„  +  ^  +  1  <:  (Q„  +  1)  10  ; 
d'où  multipliant  par       ^^  ^  ^  on  obtient  : 

Q^  ^^  Qn^i        , .       Q.  + 1  +  1  /.  Q„  +  1 
10»  "^  10'^ +  1  10" +  1      "^      10" 

ou  a„  ^  a„  +  i        et        A„  + 1  ^  A„. 

fl  Cl 

2"  Des  inégalités    Uk  ^ -j-     et    -r-  <  A^     on  déduit  «a-  <  A/». 

1  ^1 

3°  Enlin,  A„  —  a„  =  j^^,     et  on  sait  que  lim  f  — 

Le  nombre  -y  compris  entre  les  variables  a„,  et  A„  qui  ont  la 
même  limite,  est  lui-même  cette  limite  (141  et  142). 

La  limite  comiuioie  des  deux  suites  est  donc  dans  ce  cas  un 
nombre  com)nensurabIe. 

154.  2'  exemple.  —  L'extraction  de  la  racine  m'^  approchée  à  moins 
d'une  unité  d'un  ordre  décimal  de  plus  en  plus  élevé,  d'un  nombre 
commensurable  N  qui  n'est  pas  la  m^  puissance  d'un  nombre  commen- 
surablc,  fournit  une  première  suite  «i,  a.,.  •••  ^n  •'•■>  racines  m''^ 
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approchées  à  moins  de  — '  —  •••  — —  du  nombre  N.  Les  nombres 

obtenus  en  ajoutant  une  unité  du  dernier  ordre  décimal  à  chacun  des 

nombres  Oi,a.2, ...  r/„...  constituent  une  deuxième  suite  Aj,  A^, ...  A„... 

Ces  deux  suites  répondent  aux  3  caractères  indiqués.  En  effet  : 

R«  Rn  +  1 


P  Si  l'on  pose  o„  =  -^  f^n  +  i  = 


10"  "  +  i       10'^  + 


A         =    ^"    '^    ^  A  =:    ^"   +   1    +    1 

"  10"  "*"  ^  10"  +  ^ 

z' T>    \m  /T?  \rii 

on  aura:  (^)     <  N  <  (-^) 

1  /     \  -^  \  i      in«  +  1 


On  sait  que  R,,  est  le  nombre  des  dizaines  de  R,,  +  i. 

Donc  RJO  ^  R„  +  ,  <  (R,  +  1)  10  et   R,  +  ^  +  1  <:  (R,  +  1)  10. 

Multipliant  tous  ces  nombres  par      ^^  ^  ^  on  obtient  : 

R»  ^  R«  + 1        ^       R»  +  1  +  1  ^  R«  +  1 
10"  "^  10" +  1  10" +  1     ^     10" 

ou  a„  ^  c/^  +  i        et        A„  + 1  ^  A„. 

2°  On  a  aussi     Ok  <  A/,. 

Car  si  l'on  avait  r/^  >  Ah  on  aurait  aussi  rz/j'"  >  A/^'"  ce  qui  est 
impossible  puisque,  des  inégalités 

On'"  <  N     et    N  <  A,,'"    on  déduit    r/^'"  <  A/^'". 

3«Enn„     A„-«„  =  jL     et     lim  (jL)___=  o. 

Donc  lim  (A„  —  <7„)  =  0. 

La  limite  commune  des  deux  suites  n'est  pas  un  nombre  commen- 
surable.  En  effet  si  on  avait  lim  o^  =  L,  L  étant  un  nombre 
■commensurable,  on  pourrait  poser 

L  =  a„  +  £ 
£  étant  un  nombre  commensurable  ayant  pour  limite  zér®   (138). 

D'où 

L'"  =  {f/„  4-  £)"^  =  r/„'"  +  2  C^,  r/„"^-ft  £''•  ^  r/„'"  +  S. 

^•=  1 
a„  étant  moindre  que  L  et  tous  deux  étant  commensurables, 
-on  a  :  ffn"~''  <  L'"-*. 

E.  Dt'MON'T.  Arithmétique  Générale.  5 
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A-  =  »)i 

Donc ,  S  <  V  c  *  L'"-*  s"        ou        S  <  S'. 

*=  1 

S'  est  la  i^orame  de  m  nombres  ayant  chacun  pour  limite  zéro 
car  C*  L'"-''  est  constant  pour  chacun  d'eux  et  lim  e*  =  0  :  en  effet, 
quoique  petit  que  soit  un  nombre  commènsurable  0  on  peut  en 
calculer  une  racine  /.'''  approchée  telle,  que  o^  <  0 
et,  en  prenant     e  <  s,  on  a    s''  <  p^ 
d'où  £"  <  ^■ 

Donc  (143),  lim  S'  ==  0. 

Par  suite,  lim  S  =  0   (141), 
et  L'"  =  lim  a„'*K 

Or,  on  sait  que  lim  «„"'  =  N. 

Donc  N  =  L'",  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse  suivant  laquelle  N 
n'est  pas  la  ;;#''  puissance  d'un  nombre  commènsurable. 

Il  résulte  de  là  que  la  limite  commune  des  deux  suites  est  un 
nombre  incommensurable. 

155.  3''  exemple,  (l)  —  Considérons  les  suites  de  nombres  A  et  R 
dont  les  lois  de  formation  soient 

R„  +  A, 

-^n  +  1   —  ô 


R«  +  1  =  Vr„.a„  ^  1 
les  valeurs  initiales  étant 

1  \'2 

A,  =  -        et        R^  =  -j' 

Ces  deux  suites  répondent  aux  trois  caractères  indiqués. 
Remarquons  d'abord  la  particularité  suivante  : 

^    R„  +  A„        ^R„  +  A„Y       R„4-A„  R„  —  A„ 

Or,  Ri  >  Al        car  \2  >  1. 

Donc,  R„  >  A„        quel  que  soit  n. 

Cela  étant  : 

1°  La  suite  A  est  .croissante  ;  car,  de  R„  >  A„ 

R    4-  \ 

on  déduit  -^î-— — -  >  A„        ou        A„  +  i  >  A„. 


(1)  Pour  suivre  les  calculs  relatifs  à  ce  troisième  exemple,  il  faut  connaître  la  théorie  des 
nombres  incommensurables.  Nous  n'hésitons  pourtant  pas  à  en  donner  le  développement  ici. 
Les  lecteurs  familiarisés  avec  celte  théorie  nous  en  sauront  gré.  Quant  aux  autres,  ils 
passeront  momentanément  ce  numéro.  Il  nous  serait  impossible  de  revenir  plus  tard  à  cette 
question  sans  interrompre  intempestiveraeni  nos  raisonnements. 
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La  suite  R  est  décroissante;  car,  de    A„  <  R„ 
on  déduit      R;,  +  ,   ou  R„  ^"  ^  ^"  <  R,  ^"  +  ^"  ou  R/ 

donc  R„  +  1  <  R„. 

2°  Tout  nombre  A;;  est  moindre  que  tout  nombre  Ry^. 

En  effet,  &i  k  =  h,  nous  savons  déjà  d'après  la  remarque  initiale 
que  Afc  <  Rft  ; 

si  k  <  h,         Ak  <  Ah  <  R/r, 
si  k  >  h,        Aft  <  Rft  <  Rh        en  vertu  du  1°. 

3°  lim(R„-AJ„^^  =  0. 

En  effet,  nous  avons  vu  que  R7,_^i  —  Afi  +  j  =  --  {Rj  —  A/). 

2  _  _1  -^  _L 

l(j        16  ~  16 
1     1  1 


Or, 

Rr  -  Ai^ 

DUC, 

R„2  —  A,2 

R3'-'  -  Aa^ 

4    16        2^  +  - 
1       1  1 


R.."  —  A„- 


4   2*+^        2*+2-2 
1  1 


2'*.2''"~-'^"        2-''"  +  '^ 

Si  ?i  croit  sans  limite,  lim  (R„-  —  A„-)  =  0 

Or,  R,;-  -  A„2  =  (R„  -  Aj  (R„  +  Aj  >  (R„  -  Aj  (A^  +  A,) 
ou  R,;-  —  A„^  >  (R„  —  Aj2A,. 

Donc  si  lim  (R,,'  —  AJ)  =  0;  on  a  aussi  lim  (R„  —  A„)  =  0, 
car  2Ai  est  une  constante. 

La  limite  commune  des  suites  A  et  R  est  un  nombre  représenté 
par  le  symbole  — 

156.  Remarque.  —  Dans  le  1""  exemple,  les  suites  sont  commen- 
surables  et  leur  limite  aussi  ;  dans  le  2^,  les  suites  sont  commen- 
surables  et  leur  limite  est  incommensurable  ;  dans  le  3^,  les  suites 
sont  incommensurables  et  leur  limite  aussi  (l). 

La  théorie  des  logarithmes  nous  fournira  des  suites  incommen- 
surables dont  la  limite  peut  être  commensurable. 

157.  Remarque.  —  On  peut  dire  que  deux  suites  illimitées  a  et  A 
présentant  les  caractères  spécifiés  au  n°  151  déterminent  un  nombre 


(i)  Ce  fait  a  été  démontré  par  M.  Lindemann  [Mathematische  Annalen,  T.  XX}. 
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commonsiirable  on  incomnirnsurablo  qui  est  leur  limite  commune. 
On  dit  aussi  que  ce  nombre  srjiffre  les  deux  suites. 

158.  Corollaire.  —  Tout  nombre  a  détermim'-  par  les  suites  Cf.  et  A 
dont  il  est  la  limite  commune,  est  plus  grand  que  tout  nombre  a  et 
plus  petit  que  tout  nombre  A  de  ces  suites. 

On  écrit  donc        rt  <  a  <  A        et        lim  a  =  y.  =  lim  A. 

159.  \oii%'caii\  «Tiiibolos.  —  Lorsque  des  suites  («,A),  (^-',B), 
(c,C)...  en  aussi  grand  nombre  que  l'on  veut,  déterminent,  ainsi 
qu'il  vient  d'être  dit,  des  nombres  incommensurables  différents, 
mais  sont  obtenues  par  un  même  procédé  systématique  de  calcul, 
on  adopte,  pour  représenter  ces  nombres  incommensurables,  des 
symboles  uniformes  caractérisant  ce  procédé.  On  leur  donne 
également  un  nom  caractéristique. 

Ainsi  dans  le  2*"  exemple  examiné  ci-dessus,  la  limite  commune 
des  suites  a  et  A  des  racines  ;;?''-'  approchées  à  moins  d'une  unité 
d'un  ordre  décimal  de  plus  en  plus  élevé,  du  nombre  N,  s'appelle 
?^acine  m'^'"^"  de  N;  on  la  représente  par  le  caractère  yN. 

D'autres  symboles  caractéristiques  seront  adoptés  au  fur  et  à 
mesure  des  nécessités;  tel,  par  exemple,  le  caractère  logN. 

Lorsque,  au  contraire,  les  suites  a  et  A  ont  une  origine  absolument 
particulière,  on  emploie  pour  désigner  leur  limite  un  caractère 
spécial,  unique  également;  tel,  par  exemple,  le  caractère  t  (initiale 
de  Tztz:  =  autour). 

160.  Théorème.  —  Le  produit  d'une  somme  de  plusieurs  gran- 
deurs  par  un  noynbre  naturel  est  égal  d  la  somme  des  produits 
de  ces  grandeurs  par  ce  nombre. 

Soit  G  =  Gi  +  Go 

1°  Si  m  est  entier,  le  théorème  a  été  démontré  au  n"  58. 

2^*  n  étant  un  entier  : 

G        Gi    I    Go 

n         n  ~^  n 

/Gi        ,        Go    \  Gj  Go  r^  i        m  m 

car  n  [  —  -\-  -  -  ]  =  n  ~    -\-  n  -^  ^  G.  +  Go  =  G. 

\n        n J  n  n  ^    •      - 

nz 

3°  —  étant  un  nombre  commcnsurablc  : 
n 

m  _  G  /^Gj    ,    Go\  Gj    ,        Go       m  ^     .    m^ 

—  G  --=  î>«—  -=  w?     — i  H =     =  m  —^  +  tn  —  =  —G,  +  —G... 

n  n  V  n        n  J  n  n        n  n    ' 
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4°  a  étant  un  nombre  incommensurable  déterminé  par  les  suites 
commensurables  a'  et  a": 

On  a  a  =  lim  a'  aG  ==  lim  («'G) 

et  a'G  =  rt'Gi  +  «'G.. 

Donc,  lim  (a'G)  =  lim  (a'GO  +  lim  («'G„) 

ou  aG  =  aGj  +  aGo. 

161.  Corollaire.  —  Si     G  >  G',         on  a     aG  >  aG'. 
Car  G  =  G'  +  G" 

d'où  aG  =  aG'  +  aG"  >  aG'. 

162.  Théorème.  —  Deux  nombres  a.  et  '^  étant  déterminés  par 
les  suites  (a,  A)  et  (b,  B),  si  parmi  les  nombres  b  il  en  existe  un 
plus  grand  qiiun  nombre  A,  a  est  )noindre  que  [i. 

En  eâet,  on  a 
a  <  A      X  <b      b  <  [i       d'où      aG  <  AG  <  ^^G  <  ^M         (35) 

On  en  déduit    aG  <  [jG  d'où     a  <  j3. 

Réciproquement.  —  Si  a  est  moindre  que  [i,  il  existe  un  premier 
nombre  A  et  un  premier  nombre  b  de  rangs  sulfisamment  élevés 
pour  que  l'on  ait  A^  <  bn- 

En  effet,  puisque  (A  —  a)  a  pour  limite  0,  il  existe  un  A  tel, [que 
A/j  —  a  <  jj  —  a. 

On  a  alors  a  <  Xk  <  p. 

Puisque     (|j  —  b)  a  pour  limite  0,  il  existe  un  b  tel,   que 
jj  —  bii  <  jj  —  Aft. 

On  a  alors  y.  <  kn  <  bk  <  |3.        C.  Q.  F.  I>^ 

163.  Théorème.  —  Deux  nombres  a  et  [3  étayit  déterminés  par 
les  suites  (a,  A)  et  (b,  B),  si  tous  les  b  sont  moindres  que  tous  les 
A,  et  tous  les  a  moindres  que  tous  les  B,  les  deux  nombres  a  et  jj 
sont  égaux. 

En  effet,  si  a  était  moindre  que  [j,  il  existerait  un  A  moindre 
qu'un  l);  si  ,''i  était  moindre  que  a,  il  existerait  un  B  moindre 
qu'un  (t.  Or  ces  deux  conclusions  sont  contraires  à  l'hypothèse. 

Les  nombres  a  et  fj  ne  pouvant  se  surpasser  l'un  l'autre  sont 
égaux .  . 

164.  Théorème.  —  Si  des  nombres  aj,  aj,  ...  a„  sont  respec- 
tivement plus  grands  que  des  nombres  [jj,  ,62,  ...  |J„,  la 
somme   aj  +  a,  +  ...  +  a„   sera  plus   grande  que  la    somme 

Pi  +  h  +  ...  +  K 
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En  ollol,  si  l'on  a  : 

a,  >  [j,,       a...  >  [je,      ...      a„  >  Îj„, 
on  sait  (34)  que  l'on  a  : 

a.  -^Pi+V,     a,  -|îJe  +  r^      ...     a„  =  ;ï„  + -,    _' 
Or  (30  et  32)  : 

a,  +  y.,  +  ...  +  y.„=-  {'^  +  Ti)  +  (1^.  +  T.)  +  -  +  C^n  -V  T„) 
=.  (li.  +  %  +  ...  +  ;ii„)  +  (V,  +  T.  +  -  +  ïJ- 


Donc  a,  +  a,  +  ...  +  a„  >  fij  +  fl  + 


165.  Théorème.  —  Si  des  noïnbres  a,  [iJ,  y  ...  ,vo)2/!  déieryninés 

pcw  des  siiiles  iUimUées  (a,  A),  (b,  B),  (c,  C)  ...  leur  somme  peut 

être  déterminée  par  les  suites  {a.  +  b  +  c  +  ...,  A  +  B  +  C  ...). 

En  effet,  P  ^/  +  ^  +  c  ...  est  une  suite  croissante  et  A  +  B  + 

C  +  ...  est  une  suite  décroissante  (164); 

2°  Tout  nombre  r/k  -\-  bk  +  Ck+  '••  est  moindre  que  tout  nombre 
A;, +  B;,  +C,  +  ...; 

3°  lira  [(A„  +  B„  +  C„  +  ...)  -  {a„  +  b„  +  c„  +  ...)] 

=--  lira  [(A,  -  a„)  +  (B,  -  /'„)  +  ...]  =  0. 
Donc  les  suites  (a  +  Z?  +  c  ...),  (A  +  B  -f-  C  ...)  déterminent  un 
nombre,  qui  est  leur  limite  commune. 
On  a  d'ailleurs  a  <  y.  <  A 

b  <  '^  <B 
c  <  Y  <  C 


On  en  déduit  :  r/  -h  &  +  c  +  ...  <  a  +  (3  +  y  ...  <  A  +  B  +  C  ... 

Le  nombre  a  +  (^  +  y  •••,  étant  constamment  compris  entre  deux 
variables  qui  ont  une  même  limite,  est  lui-même  cette  limite. 

166.  Théorème.  —  Deux  nombres  a  <  [i  étant  déterminés  par 
les  suites  (a, A)  et  (b,B),  leur  différence  (§  —  a)  peut  être  déter- 
oninée  par  les  suites  [(b  —  A),  (B  —  a)]. 

En  effet,  considérons  les  suites  à  partir  d'un  rang  pour  lequel  on 
ait  (162)  ft<a<A<Z'<i3<B 

1<*  La  suite  {b  —  A)  est  croissante,  et  la  suite  (B  —  a)  est 
décroissante. 

2°  Tout  nombre  bk  —  A;t  est  moindre  que  tout  nombre  B/t  —  a  h  '• 

On  a      (B;,  —  a,,)  —  {bk  —  Xk)  =  B;,  —  an  +  Ak  —  bk 
=  (B,  -  bk)  +  (Aft  —  ah), 
•car  Bh  >  bk        et        A;^  >  an. 

Donc,  B;,  —  ttk  >  bk  —  Afc. 
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3«    lim  [(B„  -  «„)  -  {b„  -  A„)]  =  lim  (B„  -  «„  +  A„  -  h,) 
=--  lim  [(B„  -  K)  +  (A„  -  a,)]  =  0. 

Donc,  les  suites  [(/>  —  A),  (B  —  a)\  déterminent  un  nombre  qui 
est  leur  limite  commune. 

On  a  d'ailleurs  : 

a  <  A  et  ^>  <  ,3   d'où    a  +  /j  <  A  +  h  ou    h  —  k  <  ,3  —  a, 
et     a  <  a  et  ,3  <  B  d'où  «  +  (3  <  B  +  a  ou   ,3  —  a  <  B  —  a. 

Donc,  è  —  A  <  ,3  —  a  <  B  —  a. 

Le  nombre  |3  —  a,  compris  entre  les  variables  b  —  A  et  B  —  a 
qui  ont  une  même  limite,  est  lui-même  cette  limite. 

167.  Théorème.  —  a,  ^3  et  y  étant  des  nombres  quelconques, 
si  a  <  (3,  on  aura  : 

P     a.y  <  ,3.Y, 

2«     y.a  <  y., 3. 
Soit  G  une  grandeur  directement  mesurable  quelconque. 
On  aura  (35)  a. G  <  j3.G 

Donc  (161),         y  (aG)  <  y  (,3G)         ou         (ay)  G  <  (,3y)  G 
ou  enfin  (24)  ay  <  i3y 

On  aura  également  (35)  : 
a  (yG)  <  ,3  (y  G)     ou     (y  a)  G  <  (y  ,3)  G     OU  enfin     y  a  <  y  (3. 

168.  Corollaire.  —  Si  aj  >  i3i  et  a,  >  ^2  oû  aura  aja,  >  [^iiB, 
-car  on  a  :  aia,  >  ^ja,  >  iSj^a. 

169.  Théorème.  —  Un  produit  de  deux  facteurs  dont  Vun  est 
constant  et  dont  l'autre  a  pour  lijnite  0,  a  lui-même  pour 
limite  0. 

1°  Soit  le  produit  a., 3  dans  lequel  ,3  est  constant  et  lim  a  =  0. 
G  étant  une  grandeur  arbitraire,  quelque  petite  que  soit  Gq  on 

peut  prendre  a  <  -7- 

G  ç 

D'où  aG  <  -^  G  ou  Go. 

G 

Donc,  lim  (aG)  =  0. 

Soit  Bo  un  entier  plus  grand  que  [B. 
On  aura  i3(aG)  <  Bo(aG). 

Or,  Bo(aG)  =  aG  +  aG  +  ...  +  aG; 

■et  puisque     lim  aG  =-  0,     on  aura    lim  Bo(aG)  =  0    et,  par  suite, 
lim  ,3(aG)  =  0    ou    lim  (a,3.G)  =  0. 
D'où  l'on  déduit  par  définition  même  :     lim  a,3  =  0. 
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2°  Supposons  maintenant  a  constant,  et    lim  ,3  =  0. 

p 
Si  l'on  prend     ,3  <  -^    on  aura  :     ,3  (aC.)  <  Go 

donc    lim  ,3(aG)  =  0    ou    lim  (a,3.G) -=  0    ou  enfm   lim  a;3  =  0. 

170.  Remarque.  —  Le  raisonnement  subsiste  si,  au  lieu  d'être 
constant,  l'un  des  facteurs  a  une  limite  déterminée.  C  étant  alors 
un  entier  supérieur  à  cette  limite,  on  pourra  rendre  ce  facteur 
définitivement  moindre  que  C. 

171.  Théorème.  —  Le  pi^oduit  de  deux  nombres  y.  et  '^  déter- 
oliinés  par  des  suites  illimitées  commensurables  (a,A)  et  (b,B) 
et  considérés  dans  cet  ordre,  peut  être  déterminé  par  les 
suites  cominensurables  (a.b,  A.B). 

En  effet  :  1°  a.b  est  une  suite  croissante;  A.B  est  une  suite 
décroissante  (168); 

2°  Tout  nombre  an-bn  est  moindre  que  tout  nombre  A/,.B/,; 

3**  A„.B„  —  a^.b^  ^  A„.B„  —  «„.B„  +  «„.B„  —  ajj,, 
-  (A„  —  a,)  B„  +  a,  (B„  —  b,). 

Or,  B„  <  Bi         et        a„  <  Ai  ; 

donc  (A„  —  a„)  B„  +  a„  (B„  —  b„)  <  (A„  —  «„)  B^  +  X,  (B„  —  b„). 

Cette  dernière  somme  a  pour  limite  0  (146). 

Donc  (170)  lim  (A„B„  —  a,fi„)  =  0. 

Les  suites  (a.b,  A.B)  déterminent  donc  un  nombre. 

D'autre  part,  en  vertu  du  corollaire  (168),  des  inégalités  : 
a<a<A        et        &<Î3<B 
on  déduit  ab  <  a,3  <  AB. 

Le  nombre  a,3  compris  entre  deux  variables  qui  ont  une  même 
limite  est  lui-même  cette  limite. 

172.  Corollaire  L  —  Le  produit  de  deux  no)nbres  quelconques, 
est  indcpciulant  de  l'ordi'e  dans  lequel  on  les  co/isidc)'e. 

En  effet,     a., 3     peut  être  déterminé  par  les  suites     {u.b,  A.B); 
,3. a         ,,       .  .  .,      „        ••  (b.a,  B.A). 

Or,  a.b  =  b.a        et        A.B  =  B.A. 

Donc,  a. ,3  =  |5l.a  puisque  ces  nombres  sont  déterminés  par  les 
mêmes  suites. 

173.  Corollaire  IL  —  Toutes  les  propriétés  des  produits  de 
nombres  commensurables  sont  applicables  aux  produits  de  nombres 
quelconques. 
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En  particulier,  tout  nombre  naturel  a  est  égal  aux  produits 
1  X  a     et     a  X  1. 

Un  produit  de  plusieurs  nombres  naturels  est  indépendant  de 
l'ordre  des  facteurs. 

Dans  un  produit  de  plusieurs  nombres  naturels,  on  peut  remplacer 
deux  ou  plusieurs  facteurs  par  leur  produit. 

Les  produits  de  polynômes  arithmétiques  dont  les  termes  sont 
des  nombres  naturels  quelconques  s'effectuent  comme  dans  le  cas 
des  nombres  commensurables. 

174.  Théorème.  —  Loi^sqiie  les  fadeurs  variables  cVun  produit 
ont  chacun  simultanémeiît  une  lijnite,  le  produit  a  une  limite 
égale  au  produit  des  limites  de  ses  facteurs. 

Soit  le  produit  a. (3,  a  et  [3  étant  deux  variables  dont  les  limites 
sont  A  et  B.  On  peut,  quelque  petit  que  soit  s  satisfaire  définitivement 
aux  inégalités  : 

A  —  £<a<A  +  £        B  —  £<.3<B  +  £. 

On  aura  alors  : 

(A  _  £)  (B  -  £)<  aP  <  (A  +  £)  (B  +  £). 
OU  AB  —  eB  —  £A  +  £2  <  a^  <  AB  +  £B  +  eA  +  £- 

Or,  on  peut  faire  varier  £  et  lui  donner  pour  limite  0. 

Donc  £A,  £B  et  £-  auront  pour  limite  0  (169  et  170);  par  suite, 
a(j  est  compris  entre  deux  nombres  qui  ont  la  même  limite  AB. 

On  a  donc  aussi     lim  a[3  =  AB  -=  lim  a  lim  (3. 

Le  théorème  s'étend  aisément  ù  un  produit  de  plusieurs  facteurs. 

175.  Théorème.  —  Si  l'un  des  facteurs  d'un  pj'oduit  reste 
constant  et  si  Vautre  facteur  croit  sans  limite,  le  pi^oduit 
croît  sans  limite. 

Soit  le  produit  a.[i  dans  lequel  a  est  constant  et  [j  croit  sans 
limite.   Quelque    grand    que    soit  un  nombre  commensurable  N, 

— -  étant  un  nombre  commensurable  moindre  que  a  on  peut  prendre 

3  >  —        d  ou        —  3  >  N 
'm  n 

71 

m  ■       n        m   Q 

et,  puisque     a  >  — >      on  a  aussi     ap  >  —  p  >  N. 

176.  Remarque.  —  Le  raisonnement  subsiste  si  a,  au  lieu  d'être 
constant,  a  une  limite  autre  que  0.  On  peut  alors  rendre  a  définiti- 
vement plus  grand  qu'un  nombre  —  moindre  que  lim  a. 


60  NOMBRES  NATURELS. 

177.  Piii^fiaiK'o  ■II'*''"''  «l^iin  nonibro  iiaiiii'4^1.  Définition. 

—  Le  prodiiii  dr  ni  facteurs  égaux  à  un  nombre  naturel  a  s'appelle 
puissance  w?"'""'  de  a  et  se  représente  par  le  symbole  a'". 

Ce  nombre  peut  être  déterminé  par  les  suites  tt'"  et  A'"  des 
;«'<'""■'  puissances  des  nomlires  a  et  A  qui  déterminent  a  (171). 

178.  Théorème.  —  UinècjaVdc  a  >  ,3  entraîne  (168)  a'"  >  ,3'" 
et  réciproquonent,  a'"  >  |3"'  entraine  a  >  ,3. 

Car,  si  l'on  avait  a  <  ,3,  on  aurait  aussi  a'"  <  ,3'''. 

179.  Théorème.  —  1°  .SV    lim  a  =  a,     lim  a'«  =  «'"     (151). 

2°  &■     lim  a  =-  0,     lira  a'"  =  0  : 

Nous  l'avons  démontré  incidemment  au  n°  154  pour  un  nombre  z 
oommensurable,  mais  le  raisonnement  est  le  même  pour  a  quelconque. 

2P  Si  a  croit  sans  limite,  a'"  croit  sans  limite. 

Car,  quelque  grand  que  soit  un  nombre  N  >  1,  on  peut  prendre 
a  >  N  donc  a"'  >  N'"  >  N. 

Qiiotioiit  (l(^  deux  iioiiibros  iia(iii*oI<$  quel4*oiiqaies. 

180.  Théorème.  —  Le  produit  de  deu.c  no)nbres  inverses  est  1. 

C  '  c 

Soit  le  nombre  a  =  --•  Son  inverse  est  3  =  7^- 

(jr  (jr 

o        G'        G         G        , 
Or,  a^^_x^^^  =  l. 

181.  Corollaire.  —  L'inverse  d'un  nombre  naturel  est  le  quotient 
de  1  et  de  ce  nombre. 

Ainsi  3  =  -• 

a  3 

182.  Remarque.  —  L'inverse  du  nombre  ^  est  le  nombre  -• 


Car  (47), 


mes  (aG)        ^^ 


de  même 


1^       mes^(.3G)       ^G' 

a         aG 

183.  Théorème.  —  Lo^^sqae  Von  multiplie  deux  nombres 
naturels  par  un  même  t}^oisiè?ne,  leur  quotient  reste  égal 
à  lui-même. 

Ainsi  p  =  ^ 

En  effet,  soit    G    une  grandeur  quelconque,  et    G'  =  yG. 

a  _  oG^  _  g  (yG)  _  yg.G  _  ay.G  _  oy 
^"  '  •        p  -  ;3G'  -  p  (yG)  -  y^.G  "  |By.G  "  py' 
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184.  Remarque.  —  On  démontre  aisément  que  les  nombres  auxquels 

on  laisse  la  forme  représentative  j,  jouissent  des  mêmes  propriétés 

? 
que  les  fractions  complexes  (Voir  Tartinville,  n"'*  830  à  854). 

185.  Théorème.  —  Le  quotient  de  deux  nombres  naturets  a  et  [3 
déteryninés   jjar    les  suites   illimitées  commensiwahles   (a,  A) 

et  (b,  B),  peut  être  déterminé  par  les  suites  (  T7'T~ 

En  eflét  : 

Oj  \ 

1"  La  suite  :,-  est  croissante,  la  suite  V  est  décroissante; 
B  0 

a  A 

2°  Tout  nombre  ^v^  est  moindre  que  tout  nombre  ^; 
B;-  bs 

oo  ^  ^  A„B„  —  C(„bn       A„B„  —  cinbn 


b,,        B„  ô„B„  ^1- 

Le  dernier  nombre  a  pour  limite  0,   car  son  dénominateur  est 
constant    et   son    numérateur  a   pour  limite  0;   donc   le   produit 

(A„.B„  —  a„.b„)  j-i,  a  pour  limite  0  (169). 

Les  suites  (  n  '  t"  )  déterminent   donc  un  nombre   qui    est    leur 

limite  communet 

T     1-     1      1  1,  rt        a        A 

Je  dis  de  plus  que  1  on  a  :    ^  <  q  < 


Si  l'on  pouvait  avoir  ô  ^  â 

on  aurait  aussi  (167) 


B  "  [3  ^  ^^ 
«a 
B^P 


|-Bp>J-i3B  ou         rt[3  >  aB, 

B  |j 

ce  qui  va  à  rencontre  des  inégalités 

a  <l:  a      et      |3  <  b 

desquelles  résulte  (168)  :        ajB  <  aB. 

De  même,  on  ne  peut  avoir  p  ^  ^ 
car  on  en  déduirait 

î-3Z*>^-^3        ou        a^*  >  Afi. 

ce  qui  serait  contraire  à  l'inégalité  oh  <  A|3  déduite  des  inégalités 
a  <  A         et        ô  <  p. 

Le  nombre  p  est  donc  compris  entre  -  et  j  qui  ont  une  même 
limite;  donc  il  est  lui-même  cette  limite. 
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186.  Corollaire  I.  —  Le  nombre  ^j .  inverse  de  jS,  peut  être  déterminé 


par  les  suites  (  t,  »  y 


a  1 

187.  Corollaire  II.  —  Le  (|uotient  g  est  égal  au  produit  a.  g,  car 

,  .    .  -       j.         .    .         ,         .,     f    \     ,\\  ra    A.\ 

ccUii-ci  peut  (>tre  determme  par  les  suites  (  a.^  ,  A.v  i     ou    (  ?>  '  "ï  ) 

lesquelles  déterminent  yj- 

188.  Théorème.  —  Uinégalité  a  >  (j  entraîne  Vinégalité  ~  <  q- 

a        p 

En  eflet,  si  l'on  pouvait  avoir  -  >  ô     ^^  aurait  : 

a        jj 

-  •  aj3  >  p  •  j3a         ou         ,3  >  a. 
a  p 

189.  Théorème.  —  Lorsque  deux  nombres  variables  ont 
s'unuUanémeni  chacun  une  limite,  leur  quotient  a  une  lignite 
égale  au  quotient  des  limites  des  deux  variables,  à  condition 
que  la  limite  du  second  nombre  ne  soit  pas  0. 

Soit  le  quotient  ^  des  variables  a  et  ,3;  soient  a  =  lim  a,  b  =  lim  p. 

P 

On  a  (187)  ?  ==  a.  ^ 

P  i-» 

T         ^-  1-11 

Je  dis  que  lim  ^  =  ,-• 

Quelque  petit  que  soit  un  nombre  s,  on  a 

^^      <  b  <  — — ^         (Tartlnyille,  848). 


1  +  £  1  —  £ 

On  a  aussi 

b  ,  d)  ,  j  b  tb  zb 

—  b  = et  b  —  -; — ; —  =  - — : < 


1—  £  1  —  £  l+£  l   +   £.       ^1  —  £ 

Or  b,  étant  la  limite  de  [i,  on  peut  rendre  la  différence  entre  Z>  et  |3 
définitivement  moindre  que  -z-^ — • 

1    +   £ 

Alors  on  aura  détînitivement  : 

b  .  b 

ou  (188)  1^  >  1  >  L^. 

Or,  l  +  i^i(l  +  e)      et      ^li  =  ^  (1  _  £). 
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Ces  deux  produits  ont  (174)  la  même  limite  j,  si  s  a  pour  limite  0. 

Donc  -rj  qui  est  constamment  compris  entre  eux,  a  aussi  la  même 

limite. 

1-111 
Donc  lim  ^_,  =  ^  = 


l)       lim  ;i 

y 

Par  conséquent,  reprenant  le  quotient  ^,  on  a 


Donc  lim 


ou  encore 


lim  a  ==  a 

V       1         1 

a  ^  j  ^  lim  a. 

^■       1                1 

hm^^^r.^: 

lim  J  - 

lim  a 

lim;3 

190.  Remarque.   —  Le  troisième  caractère  spécifié  au  n"  151  : 
lim  (A„  —  «„)  =  0,  peut  être  parfois  avantageusement  remiîlacé  par  le 

suivant  :  lim  (  -^  1  =  1. 


En  effet,  ayant  démontré  grâce  au  P  et  au  2°,  que  a„  et  A„  ont 
simultanément  chacun  une  limite,  qui  dans  l'occurrence  n'est  pas  0, 
on  a,  d'après  le  tlit''Oi'ème  précédent  : 

CL,       lim  a„ 


lim 


A„       lim  A, 


Donc  SI,  par  hypothèse,    lim  -^  =  1,    on  a 


A„  '  lim  A„ 

ou  lim  A„  =  lim  r/„. 

Racine  m'^me  (|<*im  iioiiil>ro  naturel. 

191.  Théorème.  —  Un  nombre  comme nsurable  N  étant  donné, 
il  existe  un  nombre  naturel  et  un  seul  dont  la  m'^"**^  puissa)ice 
est  égale  à  X. 

Si  X  est  la  ni'*'"''^  puissance  d'une  nombre  commensurable,  le 
théorème  est  démontré  ;  dans  le  cas  contraire,  nous  avons  démontré 
(154)  que  la  suite  des  racines  m^""^'-^  approchées  à  moins  d'une  unité 
d'un  ordre  décimal  de  plus  en  plus  élevé,  du  nombre  N,  et  la 
suite  des  nombres  obtenus  en  ajoutant  aux  précédents  ime  unité 
de  l'ordre  décimal  correspondant,  déterminent  un  nombre  incom- 
mensurable. Désignons  encore  par  a  et  A  ces  deux  suites. 

Considérons  maintenant  les  suites  analogues,  obtenues  en  prenant 
les  racines  /?^''''«e«  approchées  à  moins  de  -,  du  nombre  X",  et  donnons 
à  q  les  valeurs  entières  successives  : 
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Lo  môme  raisonnement  nous  permettra  d'aflîrmcr  que  les  deux 
nouvelles  suites  déterminent  également  un  nombre  incommensu- 
rable. Désignons  par  a'  et  A'  ces  nouvelles  suites. 

On  aura  «"'  <  N  <  A"* 

rt"«  <  N  <  A"«. 

Donc  «""  <  A'«        ou        a'  <  A 

et  a"'  <  A""       ou        a   <  A'. 

On  a  donc  l'égalité  entre  le  nombre  déterminé  par  {a.  A)  et  le 
nombre  déterminé  par  {a',  A')  en  vertu  du  théorème  (163), 

Soit  a  ce  nombre. 

Je  dis  que    a"'  =  N. 

On  a  a  =  lim«. 

Donc,  a"'  =  (limrt)'"  =  lim  («"')         (179). 

Or,  lim  (a'")  =  N        ainsi  que  nous  l'avons  démontré 

au  n**  154. 

Donc  a"^  =  N. 

Ce  nombre  a  est  le  seul  qui  jouisse  de  cette  propriété,  car  pour 
tout  nombre     |3  ^  a,  on  a  (178)  :  ,3"»  ^  a"^  ou  N. 

192.  Définition.  —  Ainsi  que  nous  l'avons  déjà  dit  (159)  le  nombre 
a  tel,  que  a"^  =-  N,  s'appelle  'racine  m'^'»<^  exacte  de  N  ou  simple- 
ment racine  m'^""^  de  N  et  il  est  représenté  par  le  symbole  y'N  . 

Ce  nombre  a  est  indépendant  de  la  loi  de  variation  du  nombre  - 
(191),  puisqu'il  est  le  seul  qui  jouisse  de  la  propriété  énoncée. 

193.  Théorème.  —  Les  racines  m'^'^^^  de  deux  nombres 
commensurables  ont  la  même  relation  d'inégalité  que  ces 
nombres. 

Si   N,  >  Xo,    on  aura  \/^i  >  VN2,  en  vertu  du  théorème  (178). 

194.  Théorème.  —  Un  nombi^e  naturel  quelconque  étant  donné, 
il  existe  un  nombre  naturel  et  un  seul  dont  la  m'^'"''  puissance 
est  égale  à  ce  nombre. 

Le  théorème  est  démontré  pour  un  nombre  commensurable  (191). 

Soit  V  un  nombre  incommensurable. 

On  sait  que  ce  nombre  peut  être  déterminé  par  deux  suites 
illimitées  commensurables  a  et  A,  présentant  les  trois  caractères 
connus. 

Soient  p„  --  yô^  et  t„  =  y^,  les  racines  m^^'^^  des 
nombres  commensurables  «„  et  A„  ;  et  considérons  les  suites  p  et  o-. 

1°  La  première  suite  est  croissante,  et  la  deuxième  est  décrois- 
sante (193); 
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2"  Tout  nombre  p^  est  moindre  que  tout  nombre  7;,  (193),  car 
tout  nombre  «^  est  moindre  que  tout  le  nombre  Xn  ; 
3°  La  difî'érence     3-„  —  p„     a  pour  limite  0.  En  effet  : 

['^n  ?»A^»  +  ?«  ^n  +   p«.<7«  +   •••   +  p«  5-„  +  p„  J 

—    5^»    i'n    —  -'^«  "«• 

Or,  a-„  >  p„  >  pi- 

JJOnC  v„  -7^,  >   jJ  1  j-'  1  OU       ^j  1 

La  somme  a-"'~^  +  ...  +  ^n''~^  est  donc  supérieure  à  w?p'"~'. 

D'où  l'on  déduit  : 

A„  —  cc„  >  (?„  —  p„)  >^?p'" 

Or  lim  (A„  —  a„)  =  0. 

Donc  lim  (7„  —  p„)  ?«pT~' =  0 

Et,  puisque    w?p\"~^     est  un  nombre  constant,  <on  déduit  de  là  : 
lim  (?„  —  p„)  =  0. 

Les  suites  p  et  t  ont  donc  une  limite  commune  a. 

Je  dis  que  À'"  --  v. 

En  effet,  puisque     p  <  ).  <  a-, 
on  aura  :  p»'  <  X"*  <  or'«. 

Donc  A"'  est  compris  entre  les  suites  p'"  et  t'"  ou  a  et  A  qui 
ont  pour  limite  commune  le  nombre  v;  par  conséquent  :  À'"^  =  v. 

Ce  nombre  a  est  bien  le  seul  dont  la  m''  puissance  est  égale  k  v, 
car,  pour  tout  nombre    a'  ^  1,     on  aurait  À'"^  ^  ).'«  ou  v. 

195.  Définition.  —  Le  nombre  a  tel,  que  À"^  =  v,  est  incommen- 
surable si  V  est  incommensurable.  On  l'appelle  racine  m'''""'  de  v 
et  on  le  représente  par  le  symbole  yv.  On  a  donc,  par  délinition, 
l'identité  : 

(V^)-  ^  V. 

196.  Théorème.  —  U inégal ité  a  >  (j  entraîne  rinégalité 
'\fy.  >  V  p,  en  vertu  du  théorème  (178). 

197.  Théorème.  —  La  racine  m'^""^  approchée  à  moins  de  -  d'un 
nombre  commensiirable  N  est  la  valeur  de  la  racine  m'^'"^  de 

ce  nomb7''e,  approchée  par  défaut  à  moins  de  — 

h 
Soit  -  cette  racine  m'''"^"  approchée. 
n 

On  a  donc  : 

nj     "^  \     ^^     J 
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On  en  dtVluit  (193) 

-  -  v^  <  ^^'  c-  ^-  ^-  ^• 

n        ^  n 

498.  Remarque.  —  Ce  théorème  justilie  l'expression  racine  m'^'"® 
approchre. 

Dorénavant  on  dira  donc  indifféremment  : 

Racine  m'^'""  approchre  à  moins  de  -  du  nombre  N, 

et  racine  m''"'"*'  de  N,  approchée  à  moins  de  -  par  défaut. 

199.  Définition.  —  L'extraction  de  la  racine  ?n'""^  approchée  à 
moins  d'une  unité  d'un  ordre  décimal  de  plus  en  plus  élevé,  d'un 
nombre  commensurable  qui  n'est  pas  la  77V^'^  puissance  d'un  nombre 
commensurable,  peut  donc  s'intituler  : 

Conversion  ei\  un  nombre  décimal,  de  la  racine  m'^'"^  d'un 
no>//bre  commoisurable. 

La  même  opération  peut  d'autre  part  s'effectuer  pour  un  nombre 
naturel  quelconque  que  l'on  convertit  au  préalable  en  un  nombre 
décimal  illimité.  (Voir  A.  Tartinville,  Arithmétique,  Calcul  des 
nombres  approches.) 

200.  Remarque.  —  Cette  opération  ne  peut  donner  naissance  à  un 
nombre  décimal  périodique,  car,  dans  ce  cas;  sa  limite,  "\  N  serait  un 
nombre  commensurable. 

201.  ■•r«|»rîé<o«  «lo»  radieaiiv  ou  raci>ies  m'^'"®^  des 
nomt)res  naturels.  (Voir  A.  Tartinville,  Arithmétique,  n°*  810 
à  827.) 

202.  l*iiiM»!>aii(*o  (fiiKlic'e  «Miiiiiineiisurablo^  cfiiii 
iioiiil»!**"  iiatiirol.  Définition.  —  La  racine  n'''^^  d'un   nombre 

naturel  a  s'appelle  aussi  puissance  d'indice  —  du  nombre  a,  et 

se  représente  par  le  symbole  a"  . 

La  m''''"''  puissance  de  la  racine  n'^'"«  de  a  s'appelle  aussi 

m 

puissance  dHndice  —  dic  nombre  a  et  se  représente  par  a'^ 
On  a  donc,  en  vertu  de  ces  défmitions,  les  identités  : 


a"  =  V^       et       a''=[^ay     =  {'s/aT 
203.  Remarque.  —  Des  propriétés  des  radicaux  résulte  l'égalité 

m 

entre  (y^f   ou  a"  et  y'^. 
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204.  Remarque.  —  Le  lecteur  trouvera  aux  n°s  828  et  829  du 
Cours  d'Aritlunétique  de  A.  Tartinville,  la  démonstration  des 
formules  suivantes,  qui  montrent  que  les  puissances  d'indice  frac- 
tionnaire ont  les  mêmes  propriétés  que  les  puissances  d'indice 
entier,  lorsqu'il  s'agit  de  nombres  naturels. 

in 
m  mp  n 

cC"  =a^  =  ce  (1) 

m  'p  m       p 

0^  X  a^  =  à^     ^  (2) 

m      p 

a  '^       2 

=        1  (3) 


p 


P 


^^q  I      P_^n  SI  r-   <  - 


n 


m  \p  m    p 


"/=a"'^  =  Uv"  (4) 

m  m     7n     m 

{abc)''  =  a''  V  c^  (5) 


or 

h"" 


(6) 


205.  Théorème.  —  Si     a  >  b     on  aura    «"  >  b^ 

En  effet,  on  a  d'abord     «"  >   ô"  (196) 


d'où  [T.       ^<^)  (178) 


■ou 


«"  >  b' 


206.  Remarque.  —  l''  =  1 

car  f  1  ^  n 


yj  =  \        et        r^  =  1; 
donc,  1"  =  1. 

m 

Et,  par  suite  l''—  1'"  =  1. 

m 
207.  Remarque.  —  On  appelle   aussi  racine  d'indice  —  d'un 

owmbre  a,  la  racine  ;>?'^'««  de  la  n'*"'"^  puissance  de  ce  nombre. 

E.  DuMONT.  Arithmétique  Générale.  Q 
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Mais  cette  notation  est  peu  utilisée,  car  la  notation  sons  forme 
de  puissance  lui  est  préférable  au  point  de  vue  de  la  simplicité  des 
formules. 

208.  Théorème.  —  Les  puissances  (Vindice  commensurable 
d'un  nombre  iiciiurel  sont  des  nombres  supéi-ieurs,  égaux 
ou  inférieurs  à  1  en  même  temps  (pie  le  nombre  considéré. 

Soit  a  un  nombre  naturel  (luclconque. 

Observons  d'abord  que  toutes  les  puissances  d'indice  commensurable 
du  nombre  1  sont  égales  à  1  (206);  donc,  en  vertu  du  théorème  (205), 

si  a  est  >  =-  ou  <  1 ,  on  aura  a  ""  >  =  ou  <  1  "  ou  1 . 

209.  Théorème.  —  Les  puissances  d'indice  commensiumble 

d'un  nombre  plus  grand  que  1  croissent  sans  limite  si  Von 

fait  croître  Vindice  sans  limite. 

m       p  m        p    .    r 

1°  Soit    a  >  \        et        —  >  -^        ou        —  =  ^  _^ 

n        q  n        q       s 


Je  dis  que  a     >  a 


n  VI— 2.  Z 

En  elTet:  \  -  a''    "  ^  a'  >  1. 


,? 


Donc  a     >  a'. 

2°  N  étant  un  nombre  aussi  grand  qu'on  veut,  et  h  étant  un 
entier,  je  dis  qu'on  peut  prendre  h  tel  que  a'^  soit  supérieur  à  N, 

En  effet,  a.  étant  plus  grand  que  1,  posons    rt  =  1  +  a. 

On  a  (1  +  a)-  =  1  +  2a  +  ^' 

d'où  (1  +  y.)-  >  1  +  2a 

(1  +  a)-'  >  (1  +  2a)  (1  +  a)  >  1  +  3a 


(1  -1-  a)''  >  [1  +  {h  —  1)  a]  (1  +  a)  >  1  +  hx. 

N  —  1 

Si  l'on  prend  h  >  

a 

on  aura  1  4-  /la  >  N 

et  (1  +  a)''  >  l  +  hx>  N. 

Et,  pour  tout  nombre  commensurable    —  >  h,     on  a  aussi 

m  m 

—  —  jji 

a^>  a^  >  N.  Donc  a"  croît  sans  limite  lorsque  —  croit  sans  limite. 
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210.  Théorème.  —  Les  puissances  (Vindice  commensurable 
(Vun  nombre  plus  gi^and  que  1  décroissent  et  ont  pour  limite 
1  lorsque  Vindice  décroit  et  a  pour  limite  0. 

m 

Je  dis  que  pour   a  >  1,    lim  a*^  =  1    si   lim  —  =  0. 

m 

—  m, 

«''décroît  en  même  temps  que  —  en  vertu  du  théorème  précédent. 

m 

m  ~ 

Il  reste  à  démontrer  que  l'on  peut  prendre  —  tel,  que  {a"'  —  1) 

soit  définitivement  moindre  que  tout  nombre  a,  quelque  petit  qu'il  soit. 
On  aura 

m  m  n 

a"  —  1  <  a,   si  l'on  a    a"  <  1  +  a    ou    «  <  (1  +  a)"'    (205). 
Or,  quelque  grand   que   soit   un  nombre  N,    on   peut   prendre 

m       J_ 

n    ^  n' 

Donc    —  >  N.     Donc  —  croit  sans  limite  si  —  a  pour  limite  0. 
771  m  n 

n 

Par  suite,  (1  -f-  a)'""  croit  sans  limite,  en  vertu  du  théorème 
précédent,  et  peut  être  rendu  définitivement  >  a,  ce  qui  démontre 
le  théorème. 

211.  Théorème.  —  Les  puissances  d'indice  commensurahle 
d'un  7iomhre  ^noindre  que  1  décroissent  et  ont  pour  limite  0 
lorsque  rirtdice  croit  sans  limite. 

Soit  a  un  nombre  <  1  ;  son  inverse  —  sera  >  1     (188). 

a 


IV" 

1"     1 

V 

Xi,                      Ji 

n             7 

a        a 

On  aura 


/l^"  m 

Or,  d'après  le  théorème  (209),     -  )     croit  sans  limite  lorsque  — 

croit  sans  limite. 

Donc  a"  décroit;  et,  quelque  petit  que  soit  un  nombre  a,  on  peut 

rendre  (  -  )     >  - 

VU       y- 

m 

d'où  a"  <  a. 

m 

Donc,  lim  a"  =-  0, 
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212.  Théorème.  —  Lck  pitissances  d'indice  commensurahle 
d'iai  iiionbre  moindre  que  1  croissent  et  ont  ponr  limite  1 
lorsque  l'indice  drcroit  et  a  pour  limite  0. 

8i    a  <  l,    on  a     -  >  1;  a"  croit  si  -^   décroit,  en   vertu  du 
théorème  précédent. 
On  sait  (210)  que 

lim    -       --  1     SI    hm  —  =  0. 


Or, 


aj  n 

in 

a)  ''1 

a 


et  lim 


lim  a! 


Donc,  lira  a"  =  1. 

213.  Définition.  —  Considérons  un  nombre  incommensurable  [jl, 
limite  commune  de  deux  suites  comn^ensurables  >/?'  et  >>?";  et  soit  a 
un  nombre  naturel  quelconque  autre  que  1. 

Considérons  les  suites  a'"'  et  «'"". 

m'  étant  un  nombre  commensurahle  croissant,  et  «?"  un  nombre 
commensurahle  décroissant, 

1°  L'une  de  ces  deux  suites  est  croissante,  et  l'autre  est  décrois- 
sante, en  vertu  des  théorèmes  (209  et  211); 

2°  Tout  nombre  de  la  suite  croissante  est  moindre  que  tout 
nombre  de  la  suite  décroissante  (id); 

3"  Le  rapport  -^  =  Q^m' -m'  ^  pQ^^  limite  1,  car  w?"  —  m^  a 
pour  limite  0  (210  et  212). 

Donc  les  deux  suites  a'"'  et  a'""  ont  une  limite  commune. 

Cette  limite  est  d'ailleurs  indépendante  de  la  loi  de  variation  des  m  ; 
soient  en  effet,  «Zi  et  m^_  doux  autres  suites  aj^ant  aussi  pour  limite 
commune  le  nombre  u. 


On  aura  : 

m^ 

<  ;jL  <  in" 

ou 

m, 

<  m' 

m' 

<  }x  <  in. 

ou 

m' 

<  m. 
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Donc,  si  a  >  1,   «'"»  <  «'"'     et     «"^"  <  a»'s 
si  a  <  1,   rt'"'  >  rt"'"     et     «"''  >  «'«^-. 

Les  suites  a'"'  et  W-  ont  donc  (163)  la  même  limite  que  les  suites 
rt»^'  et  a"''. 

Cette  limite  commune  s'appelle  iiuissancc  <V indice  [x  (lu  nombre 
a  et  se  représente  par  le  symbole  a'-'-. 

Si  «  =  1,  toutes  les  puissances  1"''  et  1'""  sont  égales  à  1.  On 
convient  donc  encore  d'écrire  l'-*-  =  1. 

214.  Remarque.  —  En  vertu  des  théorèmes  (210  et  212j,  et  par 
analogie    avec    la    définition    précédente,    on    écrit    a''  =  1.    Les 

formules  —  =  a"*-"     et    —  = s'étendent  donc  au  cas 

m  =  n. 

215.  Si  n  >  1,  =  1,  ou  <  1,  on  a  aussi  a'^^  >  1,  =  1,  ou  <  1. 

216.  Théorème.  —  Les  puissances  d'indice  incounjiensurable 
ont  les  mêmes  praju-iétcs  que  les  puissances  d'indice  commen- 
surable. 

Soit  a  un  nombre  naturel  quelconque,  et  soient  ;ji.  et  v  deux 
nombres  incommensurables. 

On  sait  que  u  peut  être  déterminé  par  deux  stiites  commensu- 
rables  »?'  et  ;??"  dont  il  est  la  limite  commune;  de  même  v  peut 
être  déterminé  par  les  suites  n'  et  n".  On  a  donc, 
m'  <  jjL  <  m"        et        n'  <  v  <  nV . 

Par  sa  définition,    a'-"-  est   alors  la   limite  commune  des  sttites 
«'"'  et  rt"^". 
Si  nous  sttpposons  a  >  1,  on  aura  : 

W"-'  <  a''-  <  a'^'        et        a"'  <  a'  <  «"". 

1"    a'''  X  a   =  a-'^  '' . 

Oh  a  en  effet  :      «"»'.««'  <  a'-'-.a'  <  «'"'.«"" 
ou  «'«'+*»'  <  a'-^-.a'  <  0."'"+"". 

Or  ;jt.  +  V  est  la  limite  commune  de  m'+ n'  et  ?n"'\-n"; 
donc  a'-^''  est  la  limite  commune  de  «"»'+«'  et  a'"^""*""". 

«■■'■.  a'  étant  compris  entre  deux  variables  qui  ont  une  même 
limite,  est  égal  à  cette  limite.    Donc   a'-'-.a'  =  a'-^''. 

Même  démonstration   si   a  <  \. 

a'-'- 
2"    —  ==  «■-'•     '     si     'j.  >  V    et  a  quelconque. 
a' 
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On  a  en  ellbt  :   a'  X  a''-''  =  a'  +  ^''■-'''>  =  a' 
a'^  1 


a:'       a' 


SI        U    <    V. 


a'  a'-'  Ci' 

En  ellet,  -^  a'    •■'■;   or,  le  nombre  esi  linverse  de  — ; 

a''-  cC  a'"- 

donc,  il  est  éj^^al  à  ■ 

3°    («.'■'•>  ==  rt:^-''  =-.  [d'y-. 

On  a  en  elfet  :  «'"'  <  6^'-^  <  a'"' 

d'où  (rt'"')"'  <  («'-'■)"'        et        (a;^-)"'  <  («"'')''"• 

D'autre  part  [cC'Y  <  (rt;^-)'  <  {d'Y. 

Donc,  on  a  :  cC''"-'  <  («l^)'  <  «'"""". 

Or,  on   sait   que   m^n^  et  m"ïi"   ont   pour  limite  commune   le 
nombre  [av. 

Donc    a^'»'    et    «"'"""  ont  pour  limite  commune  le  nombre  d'^'. 
Il  en  résulte  que  [d'-)'  étant  compris  entre  deux  nombres  qui 
ont  la  même  limite  d'-^\  est  égal  à  cette  limite. 
De  même  [d'Y  =  d'''-. 

Et,  puisque  jjlv  =  va,      [a^-]'  =  (a^O'""  =  «"■'• 
Même  démonstration  si    a  <  1. 
4°  (aôc...).'-^=  d'b''c'\.. 

1^'"  cas.  —  Tous  les  facteurs  sont  >  1  ou  tous  <  1. 
S'ils  sont  tous  >  1,  on  aura  : 

a"''  <  d^  <  a"*" 

D'où  a''^'ô"*'c"^'  <  d'-b'^c'"-  <  a'»"ft"^"c"^" 

ou  (^/7>c)'"'  <  d'-b'^c'"-  <  (r/Z>c)'"" 

S'ils  sont  tous  <  1,  on  aura  de  même  : 

(rfbc)"^-  >  «:V;:-'-c'^  >  (^/Z;r)'"". 

Or,  (abc)"''  et  {(ibcY*-'  ont  pour  limite  commune  {iibc)'-'-.  Ce  nombre 
«st  donc  égal  à  d'-Wc''-  qui,  comme  lui,  sépare  les  deux  suites. 

2'"  cas.  —  Soient  a  >  1,  Z>  <  1,  et  w?"  —  :?;i'  =  h. 

On  aura  :  r/»^'  <  d^  <  r/"^" 

ou  /;w'+7i    ^   ^;j.   <^  ^w-''. 
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D'où  éï'"7/'''+^'  <  a'^h''-  <  a'""b"'"-'K 

(abY^" 
ou  {(ihy^'.b^  <  (r-'-U'-  <^^  . 

Or,  lim  /i  =  0;    donc   lim  b'^  =  1. 

D'autre  part  :   lim  {(/by  -=  lim  ((/b)'""  =  (rfb)''-. 

Donc  ^/'-'V/-'-  est  compris  entre  deux  suites  qui  ont  la  même 
limite  {(ib)'-'-;  et,  par  suite, 

a'^b''-  =  {aby-. 

Un  produit  de  facteurs  quelconques  peut  se  décomposer  en  deux 
facteurs,  l'un  >  1  et  l'autre  <  1.  Donc  la  formule  est  générale. 

Posons  T  =  c    ou    a  =  bc. 

b 

On  a  donc       n''-  =  b''c''-     ou    c''-  =     7  )    =  - — 

6°  Si     f'f  >  b,     on     aura     c'^-  >  b'^-. 
Car  on  a  : 

r  >  1     d'où       7-    '    >  1     ou     —  >.l     ou     encore     a'-^-  >  b''- . 
b  \bj  h'^ 

Réciproquement,  si  r/''-"-  >  //■'•,  on  aura  a  >  b,  car  a  tC  & 
ont  rainerait  a''^  ^  b'^-. 

217.  Théorème.  —  »SV  ^/'-'-  =  a^\     on  a    pi  =  A. 
Car  si  l'on  avait  ij.  >  A  on  pourrait  prendre 

l'  <  À  <  ^"  <  m'  <  {X  <  »i"  ; 
-d'où     a'^  >  a'"'  >  a^"  >  t<'-     ou    «■'-'-  >  a^'  ce  qui  est  contraire  à 
l'hypothèse. 

Aucun  des  deux  nombres  pi  et  a  ne  pouvant  surpasser  l'autre,  ces 
nombres  sont  donc  égaux. 

CHAPITKE  VI 
Mesure  des  grandeurs  non  directement  mesurables. 

218.  Nous  avons  défini  la  mesure  des  grandeurs  directement 
mesurables  par  rapport  à  des  grandeurs  de  leur  classe. 

Des  définitions  que  nous  avons  adoptées  et  des  propriétés  que 
nous  avons  démontrées  relativement  à  la  somme,  à  la  différence, 
au  produit  et  au  rapport  des  nombres,  résulte  une  absolue  concor- 
dance entre  les  grandeurs  et  leurs  mesures. 
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On  convient,  une  fois  pour  toutes,  de  rapporter  les  grandeurs 
d'une  espèce  donnée  à  une  grandeur-étalon  connue,  ce  qui  est 
possible,  puisque  (47)  le  rap/ior/  de  deux  (jrandeurs  est  égal 
au  quotient  de  leurs  mesures  par  rapport  à  ce  nouvel  étalon. 

Q        raeSpGj 

Ainsi  -pr  = 7T-  =  meSp  Gi 

Go       meSjjGo  ^2    ' 

Donc,  meSgG,  =  mes^G.,  X  meSg  Gj. 

Alors,  d'après  tout  ce  qui  précède,  non  seulement  à  chaque- 
grandeur  correspond  un  nombre  bien  déterminé,  mais  à  chaque 
opération  elléctuée  sur  les  grandeurs,  correspond  une  opération 
arithmétique  homonyme  sur  les  nombres  qui  mesurent  ces 
grandeurs. 

Une  telle  correspondance  facilite  singulièrement  l'étude  des 
grandeurs  puisque,  au  lieu  d'envisager  celles-ci  en  elles-mêmes, 
on  n'a  plus  à  considérer  que  leurs  mesures.  Chaque  grandeur 
est  représentée  par  sa  mesure,  qui  est  le  nombre  par  lequel 
il  faut  multiplier  rétalon  pour  reproduire  la  grandeur 
considérée  ;  toute  question  relative  aux  grandeurs  se  transforme 
en  une  question  d'arithmétique  équivalente.  Les  nombres,  étant 
décomposables  en  parties,,  sont  en  quelque  sorte  des  grandeurs 
témoins  des  opérations  subies  par  les  grandeurs  qu'ils  représentent. 

219.  Remarque.  —  La  représentation  des  grandeurs  par  des 
nombres  a  pour  conséquence  une  abréviation  de  langage  constam- 
ment usitée  :  on  désigne  chaque  grandeur  par  le  nombre  qui  en 
est  la  mesure. 

On  dit  •■  la  grandeur  a  ••,  pour  ■-  la  grandeur  dont  la  mesure 
est  a  ". 

Il  importe  de  ne  jamais  perdre  de  vue  la  signification  exacte  de 
ces  locutions  usuelles. 

220.  (■i*aiicloiir*%  non  (lii*04*(onioiit  nio»«nral>loM.  — 
Lorsqu'une  grandeur  G  n'aiipartient  pas  à  une  classe  de  grandeurs 
directement  mesurables  détinie  par  une  grandeur-étalon  U,  et  que 
pourtant  cette  grandeur  et  l'étalon  sont  homogènes,  en  multipliant 
l'étalon  U  par  un  nombre  variable  ./■  on  reproduira  successivement 
toutes  les  grandeurs  de  sa  classe,  d'une  part  en  faisant  décroilre  le 
nombre  œ  à  partir  d'une  valeur  initiale  Xq  de  manière  à  lui  donner 
pour  limite  0,  d'autre  part  en  le  faisant  croître  sans  limite. 

La  grandeur  œU  variera  de  la  même  manière,  et,  si  l'on  fait 
varier  x  d'une  manière  continue,  c'est-à-dire  de  manière  à  lui  faire 
prendre  telle  valeur  que  l'on  veut,  consécutive  d'une  autre,  quelque 
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petite  que  soit  la  différence  entre  ces  valeurs,  la  grandeur  xl' 
variera  aussi  d'une  manière  continue.  Un  de  ses  états,  gU,  sera  une 
grandeur  équivalente  à  la  grandeur  G.  La  grandeur  G  est  donc 
transformable  en  une  grandeur  équivalente  rjV.  C'est  ce  que  l'on 
démontre  en  Géométrie  pour  des  grandeurs  particulières,  polygones  , 
et  polyèdres.  Le  nombre  g,  mesure  par  rapport  à  U  de  la 
grandeur  gU  équiralentc  à  G,  est  appelé  mesure  de  G  par 
rapport  à  U,  ou  rapport  de  G  à  U.  On  le  représente  encore  par 

G  ' 

le  symbole  —  • 

Ce  nombre  g  ne  détermine  pas  G  avec  précision,  puisqu'il  n'en 
indique  pas  la  forme. 

D'après  cette  définition,  dea.c  grandeurs  homogènes  équiva- 
lentes ont  la  même  mesure  par  rapport  au  même  étalon. 

221.  lta|>|>ort  «lo  cloiiv  ^'i*aii«loiir$^  lioiiio^4Mio*>t  4|iiol- 
eoiiqiioji».  —  Si  nous  considérons  maintenant  deux  grandeurs 
homogènes  quelconques  G  et  G',  n'appartenant  ni  l'une  ni  l'autre 
à  une  classe  déterminée  de  grandeurs  directement  mesurables,  nous 
appellerons  rapport  de  ces  deux  grandeurs,  ou  mesure  de  G  par 

n 

rapport  à  G',  et  nous  représenterons  par  le  svmbole  — t'   le  rapport 

77  de  deux  grandeurs  A  et  A'  respectivement  équivalentes  à  G  et  G' 

et  appartenant  cette  fois  à  une  même  classe  de  grandeurs  directement 
mesurables. 

D'après  cette  nouvelle  définition,  le  rapport  de  deux  grandeurs 
homogènes  quelconques  est  égal  au  rapjport  de  deux  autres 
grandeurs  quelconques  équivalentes  resjjectirement  aux  gran- 
deurs considérées. 

222.  ^losiiro  clos  soliilos,  clos  swrfaoos  |>olvcMlri(|iios 
ot  clos  li^iios  hrîsôos.  —  Nous  avons  dit,  au  chapitre  I"'  (5), 
que  parmi  les  grandeurs  géométriques,  on  considère  trois  grandes 
catégories  :  les  solides,  les  surfaces  et  les  lignes. 

Nous  avons  dit  aussi  que  tous  les  solides  sont  homogènes,  mais  que 
toutes  les  surfaces  ni  toutes  les  lignes  ne  le  sont  pas.  Cela  résulte 
de  la  définition  que  nous  avons  donnée  des  grandeurs  homogènes. 
Toutes  les  surfaces  polyédriques  sont  homogènes,  ainsi  que  toutes 
les  lignes  brisées  limitées  à  deux  extrémités. 

La  mesure  d'une  ligne  brisée  par  rapport  à  un  segment  de  droite 
s'appelle  la  longueur  ou  le  ])érimctre  de  cette  ligne  par  rapport  à 
l'étalon  rectiligne. 

La  mesure  d'une  surface  polyédi-ique  par  rapport  à  une  surface 
plane  s'appelle  Va  ire  de  cette  surface  par  rapport  à  l'étalon  plan. 
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La  mesure  d'un  solide  quelconque  par  rapport  à  un  antre  s'appelle 
le  rohime  de  ce  solide  par  rapport  à  l'étalon  solide. 

Lorsque  les  étalons  ou  unités  sont  choisis  une  fois  pour  toutes, 
on  ne  les  désigne  plus  à  propos  de  chaque  mesure.  <)n  dit  alors 
simi)](Muent  la  longueur  ou  le  périmètre,  l'aire,  le  volume  de  la 
grandeur  considér(''0.  On  réserve  généralement  le  mot  périwl'tre 
il  la  mesure  du  conlour  d'un  polygone. 

223.  Ka|»|>4»ri  <lc  «loiix  ^raii<loiir$<  non  lionio^ènes^. 

On  délinit  en  Géométrie  ce  qu'il  faut  entendre  par  une  figure 
inso'ite  dans  une  autre;  laquelle  est  dite  circonscrite  à  la 
première. 

Si  nous  considérons  une  courbe  plane  limitée  par  deux  points, 
nous  pouvons  lui  inscrire  et  lui  circonscrire  des  lignes  brisées. 
En  faisant  croitre  sans  limite  le  nombre  des  côtés  de  ces  lignes, 
en  môme  temps  que  chaque  côté  ait  pour  limite  0,  la  ligne  brisée 
inscrite  et  la  ligne  brisée  circonscrite  voient  leurs  sommets  se 
rapprocher  de  plus  en  plus,  sans  jamais  que  ces  lignes  se  confondent 
entre  elles,  ni  avec  la  ligne  courbe  considérée.  Nous  appellerons 
celle-ci  la  //»?//e  commune  des  lignes  brisées  inscrites  et  circonscrites. 

De  môme,  si  nous  considérons  une  surface  courbe  convexe,  nous 
l'appellerons  la  limite  commune  des  figures  polyédriques  ou  courbes 
elles-mêmes  que  nous  pouvons  lui  circonscrire  et  lui  inscrire. 

224.  Nous  appellerons  rapport  d'un  arc  de  coiwbe  plane  à  un 
segment  de  droite,  la  limite  commune  des  rapports  des  lignes 
brisées  inscrites  et  circonscrites,  au  même  segment  de  droite  ;  cette 
définition  exige  que  l'on  démontre  l'existence  de  cette  limite  commune 
et  son  indépendance  de  la  loi  de  variation  des  lignes  brisées.  Ce 
nombre  s'appelle  aussi  longueur  de  l'arc  de  cou)'be  par  rapport 
au  segment  de  droite  considéré. 

De  même  nous  appellerons  rapport  d'une  surface  courbe  con- 
vexe à  une  surface  plane,  ou  encore  aire  de  la  surface  coitrbe 
par  rapport  à  la  surface  plane,  la  limite  commune  des  aires  des 
surfaces  polyédriques  ou  courbes  elles-mêmes,  inscrites  et  circons- 
crites à  la  surface  courbe  considérée.  Il  faut  encore  démontrer 
l'existence  de  cette  limite  commune. 

Ces  définitions  subsistent  lorsqu'il  s'agit  de  courbes  et  de  surfaces 
g/n/clirs  à  condition  de  ne  considérer  que  des  lignes  brisées  et  des 
surfaces  polyédriques  inscrites. 
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Ici  encore  il  faut  démontrer  l'existence  des  limites  et  leur  indé- 
pendance de  la  loi  de  variation  adoptéepour  les  grandeurs  inscrites. 

225.  Les  démonstrations  en  question  sont  du  domaine  de  la 
Géométrie;  nous  ne  les  présenterons  donc  pas  ici.  (l) 

Nous  énoncerons  seulement  ie  théorème  suivant  : 

La  longueur  d'une  Circonférence  de  cercle  par  rapport  au 
diamètre  est  égale  à  faire  llu  cercle  par  rapport  au  carré 
construit  sur  le  rayon. 

Ce  nombre  est  précisément  l'inverse  de  celui  dont  nous  avons 
parlé  au  n°  155. 

On  le  représente  par  le  symbole  t.  (initiale  de  -iz:  =  autour). 


(ij  II  est  pénible  de  devoir  eoustater  l'agaçante  diversité  de  vues  des  auîeurs  des  différents 
ouvrages  classiques  de  Géométrie.  La  plupart  confondent  les  solides  et  leurs  volumes,  les 
surfaces  et  leurs  aires.  Certains  emploient  le  mot  étendue  qu'ils  ont  soin  de  ne  pas  définir. 
Quelques-uns  commettent  l'erreur  de  définir  le  volume  d'un  secteur  sphérique  ou  Taire  d'un 
cercle,  par  exemple,  exactement  comme  ils  définissent  l'aire  d'une  zone  ou  la  longueur  d'une 
circonférence,  au  lieu  de  démontrer  la  propriété  qu'ils  prennent  pour  une  définition. 

L'ouvrage  qui  nous  parait  le  plus  recommandable  aux  jeunes  étudiants  est  le  Traité  de 
Géornétrie  de  MM.  Rouché  et  de  Comberousse  [Paris,  Gauthier- Villars,  1900). 

Ils  y  trouveront  sous  une  forme  absolument  correcte  le  développement  des  démonstrations 
que  nous  nous  bornons  à  annoncer,  relativement  aux  courbes  planes  et  aux  surfaces 
courbes  convexes. 

Pour  ce  qui  regarde  les  courbes  et  les  surfaces  gauches,  on  trouvera  la  démonstration  des 
points  signalés  dans  notre  texte,  dans  les  Levons  de  Géométrie  élémentaire  de  M.  J.  Hadamari> 
.Paris,  Armand  Colin)  (note  G,  nos  S09  à  S13  et  822  à  826). 

Nous  ne  pouvons  malheureusement  pas  adopter  la  manière  de  voir  de  cet  auteur  dans  les 
questions  relatives  aux  aires  planes  et  aux  volumes. 


DEUXIEME  TAKTIE 
NOMBRES  QUALIFIÉS 


CHAPITRE  PREMIER 
Grandeurs  directement  mesurables. 

226.  Définition.  —  Nous  dirons  qu'une  grandeur  variable  G  varie 
par  accroisscmeitts  continus,  ou  par  prolongements,  lorsque 
deux  ou  plusieurs  accroissements  successifs  constituent  une 
grandeur  continue  que  l'on  peut  considérer  comme  un  accroissement 
total  subi  par  la  grandeur,  et  que  de  plus,  la  somme  de  la  grandeur 
donnée  et  de  cet  accroissement  total  est  une  grandeur  continue. 

Une  pareille  variation  est  assurée,  lorsque  tout  nouvel  accrois- 
sement donné  à  la  grandeur  constitue  avec  l'accroissement  précédent, 
comme  aussi  avec  la  grandeur  totale,  une  grandeur  continue. 

227.  Théorème  I.  —  Toute  grandeur  directement  jnesurahle 
peut  être  dcco/j/jjosce  en  deuœ  cudres  grandeurs  de  la  )ncme 
classe,  de  deux  mayiicres  différentes. 

Considérons  une  grandeur  variable  G  d'une  classe  quelconque  de 
grandeurs  directement  mesurables.  Nous  savons  qu'en  la  faisant 
croitre  par  accroissements  do  la  même  classe,  à  partir  d'un  état 
initial  Go  quelconque,  nous  pourrons  lui  faire  prendre  tous  les 
états  Gj,  Go,...  supérieurs  à  Go,  que  nous  voulons,  et  appartenant 
à  la  même  classe. 

Considérons  deux  grandeurs  Go  >  Gi  >  Go  et  leur  somme 
G3  =  Gj  +  Go. 

Nous  savons  (19)  que,  quelle  que  soit  la  façon  de  réunir  Gi  et  G^ 
en  une  grandeur  de  la  classe  G,  nous  trouvons  la  même  grandeur  Gg. 

Faisons  croitre  G  par  prolongements,  depuis  l'état  Go  jusqu'à 
l'état  final  G3  en  passant  successivement  par  Gi  et  G... 

Pour  passer  de  Gi  à  Gg  il  faut  donner  à  Gi  l'accroissement  G., 
tout  entier  extérieur  à  G,.  Pour  passer  de  G.,  à  G..,  il  faut  donner 
à  Go  l'accroissement  Gj.  Or  G,  étant  un  état  pris  par  G  avant  l'état  G^ 
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supérieur  à  Gj,  ce  premier  Gj  est  une  partie  de  Go  tandis  que  le  Gi 
actuel  est  tout  entier  extérieur  à  G,.  Il  en  résulte  que  la  même  et 
identique  grandeur  G3  peut  être  formée  à  l'aide  de  Gj  et  Go  de  deux 
manières  :  d'une  part,  en  faisant  prendre  à  G,  à  partir  d'un  état 
initial  Gq,  des  accroissements  qui  en  font  d'abord  Gj,  et  ensuite  un 
nouvel  accroissement  Go  continu  avec  le  dernier  accroissement 
reçu;  d'autre  part,  en  lui  faisant  prendre  à  partir  de  Go,  d'abord 
des  accroissements  qui  en  font  G.,  en  passant  par  Gj,  et  ensuite  un 
nouvel  accroissement  Gj.  Dans  la  première  manière,  Gq  est  une 
partie  de  Gj  ;  dans  la  seconde,  Go  fait  partie  de  Go. 

228.  Théorème  II.  —  Toute  grandeur  directejnent  7nesurable 
porte  deux  figures  égales,  suivant  chacune  desquelles  on  peut 
la  juxtapose)'  à  toute  autre  grandeur  de  sa  classe,  la  souime 
restant  de  la  même  classe. 

Considérons  une  grandeur  Gg  décomposée  des  deux  manières 
indiquées  au  théorème  I,  en  deux  grandeurs  Gi  et  Gg  de  sa  classe. 
Soit  Tj  la  figure  constituée  par  les  points  communs  à  Gi  et  G., 
dans  la  V  décomposition  ;  n.,  la  figure  analogue  dans  la  2""  décom- 
position. Nous  pourrons  écrire  symboliquement  : 
G3  =  Gj  Tj  Gg  =  Gg  cTo  Gy. 

Prenons  la  V^  décomposition  :  G3  =  GjO-iGo. 

Considérons  une  variable  G  partie  de  l'état  initial  Gj  et  ayant 
reçu,  par  accroissements  continus,  l'accroissement  total  Go  de  façon 
à  former  G3  =  GiTjGo. 

Continuons  à  faire  croitre  G,  toujours  par  accroissements  continus, 
alternativement  égaux  à  Gj  et  Go.  Nous  aurons  successivement  : 
G4  =  GjO'iGoa'.^Gi 
G5  =  GjG'iGoî'jGjS'jGo 
Gg  =  GiTjGgCToGi'TiGoO'gGi 
G7  =  GjTjGoToGj'jjGo'joG^'TiGo 


Tout  <7  est  distinct  du  7  précédent,  celui-ci  étant  couvert  de  part 
et  d'autre  par  des  G.  Nous  voyons  que  Gj  et  G.,  portent  chacun 
deux  1  distincts. 

On  peut  représenter  Gj  par  le  schéma  toGiTi 
et  Go  par  le  schéma  o-iGoTo. 

Pour  donner  à  G^  un  nouvel  accroissement  Gi  nous  ne  pouvons 
pas  appliquer  celui-ci  sur  l'un  des  G.,  intérieurs,  car  en  prenant 
l'un  ou  l'autre,  nous  formerions  deux  Gg  équivalents  mais  non 
coïncidables,  ce  qui  ne  peut  être  (19). 
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C'est  donc  par  prolomjCDients  (luo  nous  sommes  ohlirjés  de  faire 
croître  G  ;  et  chaque  G  ne  porte  que  deux  i  seulement. 

Prenons  la  2''  décomposition  :  Gg  =  G^.'^oGi. 

Soit  une  variable  G  partie  de  l'état  initial  Gj  et  devenue  G3,  après 
avoir  reçu  l'accroissement  Go.  Donnons  à  G,  en  suivant  la  même  loi 
de  variation  que  dans  le  cas  précédent,  des  accroissements  successifs 
Oi,  Go,  Gi,  G.J,  etc.  On  aura  : 

G4'    =    G,<7iGo72Gi     :-    G4 

G5'  =  GoCroGicriGoO-oG, 

Gg'  =  GjO'iGo^'oGicrjGo'S'oGi  =  Gg 

G7'  =  GoS'oGj^s'jGo'S'oGia'iGoO'oGi 


Ici  encore,  nous  ne  pourrons  faire  croitrc  G  que  par  prolongements 
successifs. 

Nous  voyons  donc  que  nous  pouvons  faire  croître  G  à  partir 
de  Gi  suivant  a-,  ou  suivant  o-^;  nous  dirons  que  G  peut  croître  par 
prolongements  dans  deux  sens  différents;  l'un  (tj)  appelé  seïis 
positif,  l'autre  (o-o)  appelé  se^is  négatif. 

Pour  Go  le  sens  positif  est  déterminé  par  n.,,  le  sens  négatif,  par  o-j. 

Nous  allons  maintenant  démontrer  que  les  deux  t  sont  égaux. 

Considérons  la  grandeur  3G,.  Nous  pouvons  la  décomposer  des 
trois  manières  suivantes  : 

GiO'GicrGi,         GiTjGiG],         GiGiToGj. 

Nous  ne  pouvons  pas  encore  atïirmer  que,  si  nous  considérons 
Gj^rGi  et  si  nous  donnons  au  2*^  G^  un  nouvel  accroissement  Gi,  de 
façon  à  obtenir  Gi<7iGiGi,  ce  nouveau  Gi  n'aura  aucun  point  commun 
avec  le  Y^  Gj  ;  ainsi  nous  ne  savons  pas  si  t,  ne  sera  pas  plus  grand 
que  cr.  De  même  o-o.  Soit  t'  la  figure  commune  aux  deux  Gi  extrêmes. 
On  aura  :  a-j  =  a-  +  a-';  1.,  =  <7  -\-  fj' ;  donc  ^i  =  a-„.  Donnons 
un  nouvel  accroissement  Gj  de  façon  à  avoir  4Gi,  décomposable 
en  GiO-yGiGiGi  ou  GiGiGicr^Gj.  Soit  t"  la  figure  commune  aux 
deux  Gj  extrêmes.  On  aura  : 

o"3  =  ^1  +  ^"     ^4  ^-  ^2  +  ^";     donc  0-3  =  0-4  puisque  i^  =  o-o. 

Ce  raisonnement  peut  ainsi  se  répéter  quel  que  soit  le  nombre 
de  Gi. 

Enfin    o-j,  <7o,  0-3,  o-^  etc.  sont  tous  égaux  à  'j.  En  effet  : 

Reprenons    3Gi  ^  GioriGiGi  =  GaGiO-iGi- 
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Faisons  coïncider  les  deux  a-,  pour  deux  grandeurs  égales  à  3Gi  ; 
on  peut  représenter  cette  coïncidence  par  le  schéma  : 

\       Gi^iGiGi 

(     C^iCtiTjGi. 

La  première  décomposition  montre  que  7^  est  couvert  complè- 
tement à  gauche  par  Gj. 

La  deuxième  décomposition  montre  que  Tj  est  couvert  complè- 
tement H  droite  par  Gj. 

Donc  si  on  superpose  les  2  décompositions,  7^  est  couvert  à 
droite  et  à  gauche  par  deux  Gj.  Donc  o-j  n'est  autre  que  t,  puisque  r 
est  précisément  la  figure  commune  à  deux  Gj  consécutifs.  Ainsi 
les  t'  et  t"  sont  des  grandeurs  nulles,  de  l'espèce  des  o-.  (Si  les  G 
sont  des  solides,  les  t  seront  des  surfaces,  et  les  t'  et  g-"  ne 
pourront  être  que  des  lignes,  ou  bien  ne  pas  exister;  si  les  G  sont 
des  surfaces,  les  t  seront  des  lignes,  et  les  7'  et  t"  ne  pourront 
être  que  des  points,  ou  ne  pas  exister;  si  les  G  sont  des  lignes^ 
les  3-  seront  chacun  un  point  ;  les  t'  et  7"  ne  pourront  pas  exister). 

On  peut  donc  écrire  les  décompositions  sous  la  forme  : 

GiîtGi^GitGi  ...     ou     GitGiGjGi  ...     ou     GiGi^GiGiGi  ...  etc. 

T  restant  invariable  lorsque  l'on  augmente  le  nombre  des  Gj,  doit 
rester  encore  le  même  si  au  lieu  de  ;^Gi  on  juxtapose  à  Gj  ime 
grandeur  Go  quelconque.   En  effet,   on   aura   toujours 
nG,  iC  G,  <  (n  +  1)  Gj. 
Et,  comme  on  a         (n  +  1)  Gi  =  GjT  (nGj) 

(n  +  2)G,  =  G,7[(n  +  1)  G,] 
on  aura  également  Gj  +  Go  =-  Gj^-Go 

car  la  constance  de  7  a  lieu  quelque  petit  que  soit  Gi. 

Toute  grandeur  G3  par  exemple,  décomposée  en  Gj  +  Go  le  sera 
donc  par  un  7  et  on  pourra  écrire  G3  =  Gi7Go  =  Go7Gi,  7  étant 
indépendant  de  Gj,  Go  et  G3. 

Toute  grandeur  Gj  pourra  se  représenter  par  7G17  et  pourra  être 
juxtaposée  à  toute  autre  grandeur  Go  suivant  l'un  ou  l'autre  de 
ces  7.         C.  Q.  F.  D. 

229.  Corollaire  L  —  De  là  résulte  que  le  7  suivant  lequel  se  juxta- 
posent deux  accroissements  consécutifs  est  égal  au  7  suivant  lequel 
le  dernier  accroissement  se  juxtapose  à  toute  la  grandeur  déjà 
constituée.  Schématiquement  : 
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Si  G3  =  GjtGo 

on  (''(M'ira  G^tG,  =  GiO-Gj^rGi 

et  G2C7G3  =  Ga^GicrGo 

230.  Corollaire  II.  —  La  démonstration  de  ce  théorème  a  mis  en 
reli(>l"  ce  fait,  que  l'on  peut  faire  croître  toute  grandeur  directement 
mesurable  dans  deux  sens  didërents,  directement  opposés,  caracté- 
risés par  les  deux  t  que  porte  cette  grandeur, 

231.  Théorème  III.  —  Toute  grandeur  géométrique  directement 
mesurable  peut  cire  engendrée  par  une  figure  constante  se 
déplaçant  suivant  une  loi  convenablement  choisie,  dans  deux 
sens  opposés. 

En  effet,  considérons  une  grandeur  G. 

Nous  savons  d'après  le  théorème  précédent  que  lorsqu'on  la 
décompose  en  parties  quelconques  de  la  même  classe,  chaque  partie 
est  adjacente  à  deux  parties  voisines  suivant  deux  figures  égales  que 
nous  avons  désignées  par  o-,  à  l'exception  de  deux  parties  extrêmes, 
qui  ont  chacune  un  a-  libre  pouvant  recevoir  les  accroissements 
ultérieurs  dans  l'un  ou  Tautre  sens. 

Les  grandeurs  suivant  lesquelles  on  décompose  G  étant  aussi 
petites  que  l'on  veut,  on  peut  considérer  que  les  o-  sont  des  positions 
successives  prises  par  un  1  mobile,  allant  de  l'un  à  l'autre  des  <t 
extrêmes,  dans  l'un  ou  l'autre  sens,  ce  déplacement  étant  continu. 
Tous  les  points  d'un  7  quelconque  sont  des  points  de  G  et  par  tout 
point  de  G  on  peut  mener  un  5-  décomposant  G  en  deux  parties.  On  peut 
donc  dire  que,  dans  leur  déplacement  continu,  les  points  du  t  mobile 
viennent  coïncider  successivement  avec  tous  les  points  de  G.  On 
exprime  encore  ce  fait  en  disant  que  o-  engendre  G. 

232.  Corollaire  I.  —  Si  l'on  considère  un  G  variable,  de  telle  sorte 
que  l'un  de  ses  a  extrêmes  reste  immobile,  l'autre  aura  pour  limite 
le  1^'"  si  G  a  pour  limite  0. 

233.  Corollaire  IL  —  Soit  une  grandeur  G  limitée  par  deux  g-.  Nous 
pouvons  la  faire  croître  en  conservant  l'un  des  a-  immobile  et  en 
déplaçant  l'autre  d'un  mouvement  continu  l'écartant  du  <7  immobile, 
de  manière  à  faire  engendrer  au  a-  mobile  des  accroissements 
successifs  de  la  même  classe  que  G;  nous  pouvons  ainsi  pro- 
longer G  dans  un  sens  déterminé  sans  qu'il  y  ait  aucune  limite 
naturelle  à  la  croissance  de  G  (96). 

On  arrive  ainsi  à  concevoir  une  figure  limitée  d'une  part  au  P""  o-, 
et  illimitée  d'autre  part. 
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234.  Corollaire  III.  —  On  peut  aussi,  considérant  une  grandeur  Go 
immobile,  la  prolonger  dans  les  deux  sens  en  déplaçant  ses  deux  a-, 
et  arriver  ainsi  à  concevoir  une  figure  illimitée  de  part  et  d'autre 
de  Go-  On  désigne  cette  figure,  supposée  illimitée,  du  nom  caracté- 
ristique de  la  classe  des  grandeurs  G,  et  l'on  considère  toute 
grandeur  Gj,  limitée  dans  les  deux  sens  par  deux  7  déterminés, 
comme  un  segment  découpé  par  ces  deux  a-  dans  cette  figure  illimitée  ; 
en  etret,  cette  grandeur  Gj  peut  être  considérée  comme  un  accrois- 
sement subi  dans  un  des  deux  sens  par  la  variable  G,  partie  d'un 
état  initial  Gy  quelconque. 

235.  Théorème  IV.  —  Toute  grandeur  G^  Umiiée  dans  les 
deux  sens,  ])eut  glisser  le  long  de  la  figure  illimitée  carac- 
térisque  de  sa  classe,  tout  en  restant  identique  à  elle-même 
et  tout  en  faisant  constamment  partie  de  cette  figure  illimitée. 

En  effet,  la  figure  illimitée  peut  être  obtenue  en  prolongeant  Gi 
dans  les  deux  sens.  Considérons  une  grandeur  G,  moindre  que  Gj. 
Décomposons  Cti  en  G0TG3.  Puis  découpons  sur  la  figure  illimitée, 
dans  le  prolongement  de  G3,  un  nouveau  G.,.  On  a  alors  Go-jGgcrGo 
-=  Gi^Go     ou     GocrGi. 

Ainsi  le  nouveau  Cti  peut  être  considéré  comme  l'ancien  Gi 
déplacé;  et  Go  étant  aussi  petit  que  l'on  veut,  le  déplacement 
est  continu. 

236.  Corollaire.  —  Gj  pouvant  être  considéré  aussi  grand  que 
l'on  veut,  on  peut  dire  que  la  figure  illimitée  peut  glisser  indéfi- 
niment sur  elle-même,  dans  l'un  ou  l'autre  sens. 

237.  Remarque  I.  —  La  figure  illimitée  caractéristique  d'une 
classe  de  grandeurs  directement  mesurables  peut  être  considérée 
comme  engendrée  par  le  mouvement  du  n  correspondant,  dans 
l'un  ou  l'autre  sens. 

238.  Définitions.  —  Nous  appellerons  espace,  toute  portion  de 
l'espace  limitée  partiellement  ;  solide,  toute  portion  d'espace  limitée 
de  toutes  parts. 

Une  étendue  est  la  figure  qui  sépare  un  espace  de  l'espace  qui 
l'environne;  une  surface  est  la  figure  qui  sépare  un  solide  de 
l'espace  environnant,  ou  bien  c'est  une  portion  d'étendue  limitée 
de  toutes  parts. 

Une  ligne  est  la  figure  qui  sépare  une  étendue  d'une  autre,  ou 
qui  sépare  une  surface  de  l'étendue  qui  l'entoure.  Un  segment  de 
ligne  est  une  portion  de  ligne  limitée  par  deux  points. 

E.    DUMONT.    AniTlIMliTIQUE    GÉNÉRALE.  7 
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239.  Remarque  II.  —  Lorsque  G  est  une  ligne  ou  un  segment  do 
ligne,  T  est  un  point. 

Lorsque  G  est  une  étendue  ou  une  surface,  o-  est  une  ligne  ou 
un  segment  de  ligne. 

Lorsque  G  est  un  espace  ou  un  solide,'  <r  est  une  étendue  ou 
une  surface. 

240.  Problème.  —  Définir  les  différentes  classes  de  grandeurs 
géométriques  directement  mesurables. 

A.  Lignes.  —  Les  seules  lignes  qui  puissent  glisser  indéfiniment 
sur  elles-mêmes  sont  :  la  ligne  droite,  la  circonférence  et  l'hélice  à 
pas  constant  tracée  sur  un  cylindre  circulaire  droit. 

Le  segment  de  droite,  Varc  de  circonférence  et  Varc  d/hélice 
caractérisent  trois  classes  de  grandeurs  directement  mesurables. 
Les  deux  premières  lignes  ne  sont  d'ailleurs  que  des  états  limites 
de  la  troisième  ;  si  h  est  le  pas  et  r  le  rayon  d'une  hélice,  lorsque 
h  a  pour  limite  0  l'hélice  a  pour  limite  la  circonférence  de  rayon  r; 
lorsque  r  a  pour  limite  0,  h  restant  constant,  l'hélice  a  pour  limite 
son  axe.  La  ligne  droite  est  aussi  la  limite  d'une  demi-circonférence 
qui  lui  est  tangente  en  son  milieu,  lorsque  l'on  fait  croître  sans 
limite  son  rayon. 

B.  Étendues  et  surfaces.  —  Les  seules  étendues  qui  puissent 
glisser  indéliniment  sur  elles-mêmes  sont  :  les  étendues  cylindriques, 
les  étendues  de  révolution  et  les  étendues  hélicoïdales. 

Les  classes  les  plus  intéressantes  sont  caractérisées  par  : 
La  surface  d'un  rectangle  de  hauteur  constante,  le  secteur  circu- 
laire, l'angle  de  deux  demi-droites,  le  fuseau  sphérique,  la  surface 
latérale  d'un  cylindre  circulaire  droit,  la  surface  latérale  d'un  cône 
circulaire  droit,  la  surface  de  la  vis  à  pas  constant. 

C.  Espaces  et  solides.  —  Les  seuls  espaces  qui  puissent  glisser 
indéfiniment  sur  eux-mêmes  sont  ceux  limités  par  les  étendues  et 
surfaces  ci-dessus  désignées. 

Les  classes  les  plus  intéressantes  sont  caractérisées  par  : 
Le  parallélépipède  rectangle  de  base  constante,  le  cylindre,  l'angle 
dièdre,  le  cône  circulaire  droit,  l'onglet  sphérique,  le  solide  engendré 
par  une  surface  plane  tournant  autour  d'un  axe  situé  dans  son  plan, 
la  vis  à  pas  constant. 

241.  Remarque.  —  Lorsqu'il  arrive  que  la  figure  mobile  qui 
engendre  une  grandeur  directement  mesurable  repasse  par  une 
position  déjà  occupée  antérieurement,   comme  c'est  le  cas  pour 
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une  circonférence  et  pour  une  surface  ou  un  solide  de  révolution, 
il  est  clair  qu'il  faut  faire  abstraction  de  toute  la  partie  engendrée 
précédemment;  c'est-à-dire,  raisonner  comme  si  l'élément  générateur 
ne  réoccupait  jamais  ses  positions  antérieures. 

CHAPITRE  II 
Grandeurs  dirigées. 

242.  Sons  positif,  sens  nég^aiif.  —  Nous  avons  vu,  par 
l'étude  précédente,  qu'un  élément  générateur  partant  d'une  position 
fLxe  dans  l'espace  et  prise  comme  position  de  repère,  engendre  une 
grandeur  directement  mesurable  lorsqu'il  est  animé  d'un  mouvement 
de  translation,  d'un  mouvement  de  rotation  ou  d'un  mouvement  de 
translation  et  de  rotation  combinées,  c'est-à-dire  d'un  mouvement 
hélicoïdal.  Toute  position  occupée  par  cet  élément  dans  ce  mouve- 
ment générateur,  détermine  concurremment  avec  la  position  initiale, 
une  grandeur  déterminée  d'une  classe  déterminée  aussi;  réciproque- 
ment, toute  grandeur  (rrreciement  mesurable  détermine  la 
position  de  Vune  de  ses  extrémités  par  rapport  à  Vautre  prise 
comme  repère,  si  Von  connaît  la  position  de  ce  repère  et  le 
sens  de  la  génération.  On  a  donné  des  noms  conventionnels  aux 
deux  sens  possibles;  l'un  s'appelle  sens  positif,  l'autre,  sens  négatif 
de  la  figure  illimitée  qui  porte  la  grandeur.  La  position  initiale  de 
l'élément  générateur,  c'est-à-dire  l'élément  de  repère,  s'appelle 
Vorigine  de  la  grandeur;  la  position  finale  do  l'élément  générateur, 
c'est-à-dire  l'élément  repéré,  s'appelle  Vexfréjnité  de  la  grandeur  ou 
encore  l'élément  extrême.  Une  grandeur  donnée  peut  toujours  être 
considérée  comme  engendrée  dans  l'un  ou  dans  l'autre  sens.  Pour 
distinguer  l'origine  de  l'extrémité,  on  les  représente  par  deux  lettres, 
A  et  B  par  exemple,  et  l'on  représente  la  grandeur  par  ces  deux 
lettres  entre  parenthèses,  celle  de  l'origine  précédant  celle  de  l'extré- 
mité. Ainsi  une  grandeur  G  limitée  par  deux  éléments  A  et  B  pourra 
se  représenter  par  (AB)  ou  par  (BA)  suivant  que  l'on  considère  A  ou 
B  comme  origine.  Lorsque  l'on  distingue  ainsi  le  sens  de  la  généra- 
tion des  grandeurs,  on  les  appelle  des  grandeurs  dirigées.  Dans  le 
cas  particulier  des  segments  de  droites,  on  les  appelle  vecteurs. 
On  dit,  et  on  écrit  : 

Le  vecteur  (AB),  Wu'c  (AB),  l'angle  {xy),  le  dièdre  (ajj). 

Souvent  on  emploie  d'autres  notations  ;  au  lieu  de  vecteur  (AB) 
on  écrit  AB  ;  c'est  cette  notation  que  nous  utiliserons  pour  désigner 
une  grandeur  dirigée  d'une  classe  quelconque. 
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243.  Conclusion.  —  Une  (p-andeur  dirigée  ^.?,i  une  synthèse  de 
trois  éléuienls  : 

1"  La  ligure  illimitée  qui  la  porte; 

2"  La  grandeur  particulière,  limitée  par  ses  deux  extrémités; 

3°  Le  sens  de  la  génération. 

Une  grandeur  dirigée  détermine  la  position  de  son  extrémité  par 
rapport  à  son  origine. 

Le  sens  de  la  génération  d'une  grandeur  s'appelle  sens  de  In 
(j}'(iiidc)ir. 

244.  <àraiidoiirH  (lii*i^oe«>!i  i*cetilig;iioM,  <*iri*iilairei», 
liélicoïdaloM.  Nous  distinguerons  ainsi  les  grandeurs  d'après  le 
mouvement  de  l'élément  qui  les  engendre. 

245.  F^'alité.  —  Deux  grandeurs  dirigées  AB  et  CD  sont  dites 
éga/cs  lorsque,  leurs  origines  étant  mises  en  coïncidence,  ainsi  que 
les  figures  illimitées  qui  les  portent,  les  grandeurs  et  les  extrémités 
coïncident  aussi. 

On  écrit     ÂB  =  CD. 

246.  SoiiiiiK'  <liri;;'ôo  de  jjlirsieifrs  g)-(iitdcin's  dirigées 
p/'iscs  sur  nue  tncnie  figure  illintitée.  (l) 

Soient  les  grandeurs  dirigées  :  AjEj,  AoB,,  ...  A„B„,  découpées 
sur  une  même  ligure  illimitée  de  leur  classe.  Considérons  un  élément 
générateur  M,  partant  d'une  position  initiale  0  et  se  déplaçant  de 
façon  à  engendrer  une  grandeur  OMi  =  AjEi;  puis,  à  partir  de  la 
position  nouvelle  Mj,  une  grandeur  MjM.,  =  AoBo,  ...  et  finalement 
à  partir  de  la  position  atteinte  M„_i,  une  grandeur  M„_iM„  =  A„B„. 

La  grandeur  0M„  s'appelle  somme  dirigée  des  grandeurs 
OMi,  M, Mo,  ...  M„ _ iM„  et  aussi  des  grandeurs  Â^j,  AJ3.,  ...  A^„. 

On  écrit  : 


0M„  -  OMi  +  M,M,  -h  ...  +  M„_iM„  =  AjB^  +  A,Bo  +  .••  +  A„B„, 
Le  signe  +  utilisé  pour  séparer  les  grandeurs  composantes  de 
la  somme  dirigée  s'énonce  plus.  Il  ne  représente  cependant  aucune 
idée  d'ensemble  ni  de  collection,  mais  l'idée  de  succession;  on 
devrait  l'énoncer  jmis. 

Nous  allons  démontrer  que  la  position  finale  de  M,  et,  par 
conséquent,  la  somme  dirigée  ÔM„,  sont  indépendantes  de  l'ordre 
dans  lequel  on  range  les  grandeurs  composantes. 


(i;  Voir  inant-propos,  ji.  xiii. 
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247.  Théorème  I.  —  Dans  une  somnte  (Jii'igce  de  plusieurs 
grandeurs  dirigées,  on  peut  remplacer  deux  ou  plusieurs 
cotnjjosanfes  co)isécufives  pjar-  leur  somme  dirigée,  sans  altérer 
la  somme  totale. 

Soit  ôM^=  x^,  +  a;b.3  + ...  +  a;;b„ 

la  somme  dirigée  OM.^,   obtenue  par  la  considération  successive  des 
grandeurs  dirigées  : 


OMi  =  AiB,         M.AL  =  A,B,  ...  M, _ ^M^  =  A,B, 
Soient  M;,_iMa.  =  A^Eft 


deux  termes  consécutifs  de  la  somme. 

Considérons  l'élément  générateur  M  parvenu  en  Ma_i. 

La  position  M/(_{_i  sera  obtenue  par  la  génération  successive 
de  Mft_iMft  et  de  M^JM/t  +  j,  ou  bien  par  la  génération  de  leur 
somme  dirigée  Mft_iMft+i. 

Donc, 


0M„  =  OMi  +  MiM,  +  ...  +  Mft_iM;t+i  +  ...  +  M„_iM,. 
Or, 


donc, 

5m„  =  ÂjBi  +  â;b,  + ...  +  (â;;b,.  +  a^^iB^+j  + ...  +  â^„. 

Le  théorème  s'étend  aisément  à  plusieurs  composantes. 

248.  Théorème  IL  —  La  somme  dirigée  de  plusieurs  grandeurs 
dirigées  dans  le  même  sens  est  une  grandeur  égale  à  la-  som?ne 
des  g?'andeurs  considérées,  dirigée  dans  le  même  sens  que 
celles-ci. 

En  effet,  quel  que  soit  l'ordre  dans  lequel  on  envisage  les  grandeurs 
dirigées  données,  l'élément  mobile  M  se  déplacera  à  partir  de  sa 
position  initiale  0  toujours  dans  le  même  sens  ;  sa  position  finale  M,, 
définira  par  conséquent  une  grandeur  0M„  dirigée  dans  le  même 
sens  que  les  grandeurs  considérées,  et  égale  à  leur  somme,  laquelle 
est  indépendante  de  l'ordre  où  on  les  envisage. 

249.  Théorème  IIL  —  La  somme  dirigée  de  deux  grandeurs 
égales  mais  de  sens  contraires  est  nulle. 

En  effet,   si  deux  grandeurs  AjEi   et  A.,B.2   sont  égales   à    une 
grandeur  Gj  mais  dirigées  en  sens  contraires,  ' 
si  l'on  a  :  OMj  =  AjB^ 

on  aura  aussi  M^O  =  AoB^, 
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Or,  ÔM^  +  MiO  =-  0,  puisque  l'élément  mobile  M,  parti  de  0, 
arrivé  en  Mj,  est  revenu  finalemont  en  0.  (Voir  délinilion  d'une 
somme  dirigée.) 

De  même  M^Ô  +  ÔMi  =  0. 

D'où  Â^i  +  ÂTBo  =  ÔM,  4-  m73  —  0 

et  ÂÔB,  +  Â^Bi  =  M^Ô  +  ÔM,  =  0. 

Donc,  Â^B,  +  X^2  -  ÂIBo  +  X^i  =  0. 

250.  Théorème  IV.  —  La  soimne  dirigée  de  deux  grandeurs 
dirigées  eu  sens  contraires  est  une  grandeur  égale  à  leur 
différence,  et  dirigée  dans  le  même  sens  que  la  plus  grande. 

Soient  deux  grandeurs  inégales  :     G,  et  G..,  =  G,  +  Gg. 

Soient  AjBi  et  AoB.  ces  grandeurs  dirigées  dans  deux  sens 
opposés. 

Xous  savons  que  l'on  peut  décomposer  AoBo  de  deux  manières  : 
Â^Bo  =  A^2  +  CIBo 

et  ÂIb,  =  ÂJDo  +  0^2  

telles,  que  A^Co  et  DoBo  soient  deux  grandeurs  égales  à  G,,  et  que  CoBg 
et  AoDa  soient  égales  à  Gg,  toutes  ces  grandeurs  étant  dirigées  dans 
le  même  sens. 

On  aura         Â^,  +  \^„  =-  Â^,  +  kX.  +  ÔB., 
et  IIb.  +  Â^i  =  Â^2  +  ÔBo  +  I^Bi. 

Or  AjBi  et  AoCo  sont  égales  mais  de  sens  contraires,  de  même 
que  dIBo  et  Â^j. 

Donc  si     ÔMi  =  A^i        M^  =  AXo     et    ÔAÏ.  =  CIb», 
la  V^  disposition  donne  : 

Â^i  +  ÂJBo  --  ÔMj  +  M^  +  ÔMo  =  ÔMo. 
D'autre  part,   AjB,   et  D^Bo  sont  égales  et  de  sens  contraires, 
tandis  que  A^Do  et  CoBo  sont  égales  et  de  même  sens  ;  donc  si 
ÔMo  =  ÔBo  =-  ÂIDo  et  MlMg  =  D^j,  on  a  MgMo  =  Â^i- 
La  2*"  disposition  donne  donc  : 

ÂTBo    +    A^l     =    ÔM2    +    xMoMg    +    M3M2    =    ÔMo. 

Or,  OMo  c'est  CoBo,  c'est-à-dire  G3  =  G»  —  G,,  dirigée  dans  le 
même  sens  que  ÂIb.,.  C.  Q.  F.  D. 

251.  Corollaire  I.  —  La  somme  dirigée  de  deux  grandeurs  est 
indépendante  de  l'ordre  suivant  lequel  on  les  envisage. 
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252.  Corollaire  II.  —  La  so)iune  (lirigée  de  plusieurs  grandeurs 
est  indépendante  de  V ordre  dans  lequel  on  les  considère. 

En  effet,  par  l'inversion  de  termes  consécutifs,  on  peut  boule- 
verser arbitrairement  l'ordre  des  grandeurs  considérées, 

253.  Théorème  V.  —  La  somme  dirigée  de  plusieurs  grandeurs 
est  égale  à  la  so7nme  dirigée  des  deux  sotnmes  obtenues  en 
groupant  toutes  les  grandeurs  dirigées  dans  un  même  sens 
et  dans  Vautre. 

En  elîét,  on  peut  intervertir  l'ordre  des  grandeurs,  de  manière 
à  considérer  d'abord  toutes  celles  qui  sont  dirigées  dans  un  sens, 
puis  celles  qui  sont  dirigées  dans  l'autre  sens.  En  vertu  de  la 
définition  même,  on  peut  alors  réunir  en  une  seule  somme  dirigée 
toutes  les  premières  ;  puis  on  peut  renvoyer  cette  somme  à  un  dernier 
rang,  et  réunir  toutes  les  autres  grandeurs  en  une  seule  somme. 

On  peut  enfin  considérer  ces  deux  sommes  dans  un  ordre  arbitraire. 

254.  Difréroiice  fie  deux  jS^randcMir^^  cliri^ée»^. 
Théorème  VI.  —  Deux  grandeurs  dirigées  étant  considérées 

dans  un  certain  ordre,  il  en  existe  une  troisième  et  une  seule 
telle  que  la  somme  dirigée  de  cette  troisième  grandeur-  et  de 
la  deuxième  soit  égale  à  la  première. 

Soient  les  grandeurs    AjEi     et    AoBo. 

La   somme  dirigée    (AiBi  +  BoA,)    répond   à  la   question;    car 
(Â^i  +  B^e)  +  Â^2  =  ^1  +  B^2  +  ÂIb,  =  Â^i. 

Soient  ÔMi  =  Â^i  +  KÂo 

jNIiM,  =  O,  ; 
on  en  déduit  :  OM,  =  AjBj. 

Toute  grandeur  autre  que  AiBj  +  B.^Ao  donnerait  à  partir  de  0 
un  point  M/  autre  que  M^;  et  si  M/M^'  =  MiM..,  M,'  sera  aussi 
■différent  de  M.,. 


Donc,  OM/  +  Mi'i\L'  =  OMo'  ^  OM.  ou  AjBi. 

255.  Définition.  —  On  appelle  différence  de  deux  grandeurs 
dirigées  rangées  dans  un  certain  ordre,  la  grandeur  dirigée 
telle,  que  la  somme  dirigée  de  cette  grandeur  et  de  la  deuxième 
soit  égale  à  la  première. 

La  dilîérence  de    AjBj     et    AoB.,     est    AiBj  +  BoAo. 

On  la  représente  par  la  notation  :  AjB,  —  AoBo. 

Ainsi  donc,  on  a,  en  vertu  de  cette  défmition  : 
Â^i  —  Â^2  =  Â^i  +  bIÂ, 
et  (X^i  —  .\IBo)  +  ÂTBa  =  iVJBi. 
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CHAriTKK  III 
Nombres  positifs  et  négatifs. 

256.  Définition.  —  Une  grandeur  directement  mesurable  est 
parfaitement  déterminée  en  elle-même  par  la  connaissance  d'un 
étalon  et  de  la  mesure  de  la  grandeur  par  rapport  à  cet  étalon. 
Cette  mesure  est  ce  que  nous  avons  appelé  un  iKunhrc  ikiIio-cL 

Sur  la  ligure  illimitée  qui  porte  la  grandeur  considérée,  la  position 
de  celle-ci  ne  sera  déterminée  que  si  l'on  connaît  en  outre  la  position 
de  l'une  de  ses  extrémités  et  le  sens  dans  lequel  l'autre  extrémité 
se  présente  par  rapport  à  la  première.  Nous  ferons  donc  de  la 
grandeur  à  mesurer  une  grandeur  dirigée;  nous  prendrons  pour 
étalon  une  grandeur  dirigée  également,  et  la  mesure  de  la  première 
par  rapport  à  cet  étalon  sera  un  nombre  naturel  accompagné  d'une 
indication  quelconque  déterminant  le  sens  de  la  grandeur  par  rapport 
au  sens  de  l'étalon.  Lorsque  les  deux  grandeurs  sont  dirigées  dans 
le  même  sens,  on  ajoute  au  nombre  naturel  qui  est  leur  rapport 
—  tel  qu'il  a  été  défini  jusqu'ici  —  la  qualification  de  positif. 
Lorsque  les  deux  grandeurs  sont  dirigées  en  sens  contraires,  leur 
rapport  est  qualifié  négatif. 

Enfin,  l'étalon  restant  constant  ainsi  que  l'origine  de  la  grandeur 
à  mesurer,  si  l'extrémité  de  celle-ci  est  supposée  mobile,  ei  si  Ion 
déplace  cette  extrémité  d'une  manière  continue  de  telle  sorte  que  la 
grandeur  ayant  primitivement  pour  mesure  un  nombre  positif,, 
diminue,  son  extrémité  coïncidera  à  un  certain  moment  avec  son 
origine,  puis  la  grandeur  croîtra  à  nouveau  et  aura  pour  mesure 
un  nombre  négatif.  Lorsque  l'extrémité  coïncide  avec  l'origine, 
la  grandeur  cesse  d'exister.  Elle  est  devenue  nulle.  Nous  dirons, 
pour  faciliter  le  langage,  qu'à  ce  moment  sa  mesure  est  le 
nombre  zéro. 

L'ensemble  des  nombres  négatifs,  de  zéro  et  des  nombres  positifs, 
constitue  ce  que  nous  appellerons  V ensemble  ou  la  suite  des 
?iombres  qualifiés  ou  monaires. 

En  résuiité:  Un  nombre  positif  est  le  rapport  de  deux  grandeurs 
dirigées  dans  le  même  sens;  un  nombre  négatif  est  le  rapport  de 
deux  grandeurs  dirigées  en  sens  contraires. 

Le  rapport  de  deux  grandeurs  dirigées  AjEj  et  AoBo  se  représente 

encore  par  le  symbole  '  '    ';  c'est  un  nombre  positif  ou  négatif, 
A.Bs 
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257.  a  étant  un  nombre  naturel,  le  nombre  positif  a  est  représenté 
par  le  symbole  (+  ci)  qui  s'énonce  plus  a;  le  nombre  négatif  a, 
par  le  symbole  ( —  a)  qui  s'énonce  moins  a.  Nous  mettrons  moDien- 
tanément  des  parenthèses  atin  de  distinguer  ces  signes  +  et  —  des 
signes  opératoires  de  même  forme.  Nous  justifierons  plus  tard  (281) 
le  choix  de  ces  signes. 

Le  nombre  naturel  a  s'appelle  valeur  absolue  des  nombres 
(+  ^0  «t  (-  a). 

Lorsqu'on  veut  désigner  un  nombre  qualifié  sans  spécitier  s'il  est 
positif  ou  négatif,  on  emploie  la  notion  ta.  Le  nombre  qui  a  la  même 
valeur  absolue  que  za  et  qui  est  qualifié  du  nom  contraire  so  représente 
par  sV/  ;  ta  et  zb  sont  deux  nombres  qualifiés  de  même  ;  z^a  et  £.,^ 
sont  deux  nombres  qualifiés  indépendamment  l'un  de  l'autre. 

Souvent  aussi  on  représente  un  nombre  qualifié  quelconque  par 
une  simple  lettre  a  sans  aucun  signe.  Alors  la  valeur  absolue  de  ce 
nombre  se  représente  par  le  symbole  \a\\  le  nombre  qui  a  la  même 
valeur  absolue  et  qui  est  qualilié  du  nom  contraire  à  celui  de  a  se 
représente  alors  par  a'  ;  ces  deux  nombres  a  et  a'  sont  dits  opposés 
ou  sy))! étriqués. 

Lorsqu'un  nombre  qualifié  est  représenté  au  moyen  de  chiffres, 
le  signe  convenable  doit  toujours  être  indiqué  explicitement. 

258.  liiraiitleiir-clîroctrîce,  —  Ainsi  que  nous  l'avons  dit  à 
propos  des  nombres  naturels,  on  convient  de  mesurer  toutes  les 
grandeurs  dirigées  portées  sur  une  même  figure  illimitée,  par  rapport 
à  un  même  étalon,  auquel  on  donne  le  nom  &e  grandeur-directrice 
de  la  figure  illimitée  en  question.  On  convient  également  de  choisir 
comme  sens  positif  sur  cette  figure  le  sens  qui  coïncide  avec  le  sens 
de  la  grandeur-directrice.  Le  plus  souvent  même,  on  spécifie  à  priori 
le  sens  positif  sur  la  figure  illimitée,  et  l'on  indique  l'étalon  sans  se 
préoccuper  de  faire  de  celui-ci  une  grandeur  dirigée.  Toutes  les 
grandeurs  dirigées  dont  le  sens  coïncide  avec  le  sens  positif  de  la 
figure  illimitée  ont  alors  pour  m{>sures  des  nombres  positifs  ;  les 
autres  ont  pour  mesures  des  nombres  négatifs.  Cela  n'empêche  pas 
naturellement  de  considérer  éventuellement  le  rapport  d'une  grandeur 
à  une  autre  quelconque. 

La  grandeur-directrice  a,  par  rapport  à  elle-même,  pour  mesure 
le  nombre  (-{-  1). 

Lorsque  nous  parlerons  de  la  mesure  d'une  grandeur  dirigée, 
sans  spécifier  la  grandeur  par  rapport  à  laquelle  on  considère  cette 
mesure,  il  faudra  sous-entendre  que  celle-ci  est  la  grandeur- 
directrice. 
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259.  On  conlinue,  dans  le  langage  et  dans  l'écrilure  à  confondre 
un  nombre  avec  le  symbole  qui  le  représente.  Ainsi  l'on  dit,  par 
exemple,  qu'un  nombre  positif  a  le  signe  +  et  un  nombre  négatif, 
le  signe  — ,  alors  que  ces  signes  font  uniquement  partie  du  symbole 
représentatif  du  nombre. 

260.  Lorsqu'une  grandeur  dirigée  est  réprésentée  par  les  lettres 
de  son  origine  et  de  son  extrémité,  sous  la  forme  AB,  sa  mesure 
est  représentée  par  AB,  les  lettres  mises  dans  le  même  ordre. 
Lorsqu'on  emploie  la  forme  :  angle  Or//),  la  mesure  est  représentée 

par  xy. 

Les  nombres  AB  et  BA  sont  égaux  en  valeur  absolue,  mais  de 
signes  contraires,  c'est-à-dire,  sont  symétriques. 

261.  I']^alii4^  «l^^s  noHibres  qualifiés.  —  Deux  nombres 
qualiliés  sont  dits  égfdix  lorsqu'ils  sont  les  mesures  de  grandeurs 
égales  dirigées  dans  le  même  sens. 

262.  Soiiiiiio  de»  noiithroti^  qualifiés.  —  Des  nombres  quali- 
fiés «1,  a.,,  ...  rt„  élant  donnés,  si  l'on  considère  des  grandeurs  dirigées 
dont  ces  nombres  sont  les  mesures  par  rapport  à  une  grandeur- 
directrice,  la  mesure  a  de  leur  somme  dirigée  s'appelle  so}n)ne  des 
no)nbres  a^,  a»,  ■■•  a^. 

On  représente  cette  somme  en  écrivant  les  nombres  sur  un  rang 
et  en  les  séparant  par  des  signes  -\-  que  l'on  énonce  plus. 

On  écrit  donc  : 

«  =  «1  -f  rto  -h  •••  -h  ««. 

Les  signes  ~\-  que  l'on  utilise  ici  n'ont  donc  pas  du  tout  la  même 
signification  que  les  signes  -|~  de  la  somme  des  nombres  naturels, 
ni  que  le  signe  -(-  des  nombres  positifs.  Nous  justifierons  plus 
tard  (281)  l'emploi  de  ces  signes  identiques. 

Si  l'on  a  ÔM„  =  Â^j  -f  Â^,  -j-  ...  -f  Â^„ 

on  aura  0M„  =  AjBi  -f  AjBo  +  ...  -f  A„B„. 

Les  théorèmes  suivants  résultent  des  théorèmes  analogues  relatifs 
aux  grandeurs  dirigées  : 

263.  Théorème.  —  La  somme  de  deux  on  phisieiD's  )iomh'es 
quaH/iés  de  même  signe  est  égale  à  la  somme  de  leiws  valeurs 
absolues,  (f/feclée  du  signe  commu)i  (248). 

264.  Théorème.  —  La  somme  de  deux  nombres  symétriques 
est  nulle  (249). 

Ainsi  donc    AB  -|-  BA  =  0. 


NOMBRES   POSITIFS   ET   NÉGATIFS.  93 

265.  Théorème.  —  La  somme  de  deux  nombres  de  signes 
conti'd'trcs  est  égale  à  la  différence  de  leurs  valeurs  absolues, 
affectée  du  signe  de  celui  qui  a  la  plus  grande  (250). 

266.  Théorème.  —  La  somme  de  plusieu)'S  nombres  qualifiés 
est  indépendante  de  l'ordre  où  ils  sont  rangés;  elle  est  égale 
à  la  somtne  des  deux  nomb)'es  obtenus  en  faisant  les  so)nmes 
des  nombres  de  même  sigjic  (252  et  253). 

267.  Corollaire.  —  0//  peut,  dans  une  somme  de  nombres 
qualifiés,  l'cmpjlacer  pjlusieurs  d'entre  eux  par  leur  somme 
effectuée. 

268.  Théorème.  —  Deux  nombres  qualifiés  a  e^  b  étant  rangés 
dans  un  certain  ordre,  il  en  existe  un  et  un  seul,  égal  à  la 
som?ne  du  premier  et  du  second  chaiigé  de  signe  et  tel,  que  la 
somme  de  ce  nombre  et  du  second  nombre  donné  est  égale 
au  premier  (254). 

269.  Définition.  —  Ce  nombre  s'appelle  différence  des  deux 
nombres  donnés.  On  le  représente  par  le  symbole  a  —  b. 

On  a  donc    [a  —  b)  -\- b  ^^  {a  -^  b')  +  b  =  a  +  (b'  -\- b)  =  a. 

270.  Polynôme  al^ébriciiie.  —  Si  a,  b,  c,  d,  e  sont  des 
nombres  qualifiés,  le  nombre 

p  =  \[{a-b)-c]  +  d\-e 
se  représente  par  le  symbole 

p  =  a  —  b  —  c  +  f/  —  e 
fit  s'appelle  valeur  du  pjolynôme  algébrique  a  —  b  —  c  +  d  —  e. 
On  a  (269)  :        p  ^  a  ^  b'  +  c'  +  d -^  e'. 
On  peut  donc  (266)  intervertir  l'ordre  des  termes  d'un  polynôme 
algébrique  sans  en  altérer  la  valeur. 

271.  Remarque.  —  Le  mot  (dgébrique  est  tout  à  fait  importun 
dans  la  définition  précédente.  Nous  l'avons  conservé  car  son  usage 
est  trop  classique  pour  qu'il  nous  appartienne  de  le  modifier. 

272.  Remarque.  —  Une  somme  de  nombres  qualifiés  est  indépen- 
dante de  la  grandeur-directrice  qui  a  servi  à  la  définir.  Cela  résulte 
des  théorèmes  (263,  265  et  266). 

273.  Théorème.  —  La  mesure  d'une  somme  dirigée  de  plusieurs 
grandeurs  par  rapport  a  une  grandeur  dirigée  quelconque  de 
leur  classe  est  égale  à  la  sonDne  des  mesures  de  ces  grandeurs. 

Ce  théorème  résulte  de  la  définition  d'une  somme  de  nombres 
qualifiés  et  de  la  remarque  précédente. 
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On  a  donc 

ÂJi,  +  TÛBo  +   -  +  Â^n  _  Âg_i   _^  Âge     ,  ■     Âg„ 

An  AP>     '     AB         ■"         AH 

274.  l*ro4liiii  cl*iiiic  grandeur  (lirijs^ée  par  un  nom- 
l>ro  qualifia.  —  Conformément  aux  délinilions  générales,  on 
appelle  encore  ainsi  ime  graiuleur  dirigce  (Jout  le  nombre  doinu' 
est  l((  /jtesure  jHf)-  rrfpjjo/'f  à  la  grrnideio'  (Iminée.  C'est  donc  une 
grandeur  égale  au  produit  de  la  grandeur  donnée  par  la  valeur 
absolue  du  nombre,  et  dirigée  dans  le  même  sens  que  la  grandeur 
si  le  nombre  est  positif,  en  sons  conti'aire,  s'il  est  négatif. 

Le  produit  de  AB  par  a  se  représente  par  le  sj^mbole  a.AB. 

Considérer  le  produit  d'une  grandeur  AB  par  un  nombre  qualifié 

a,  c'est  ynullipliei'  AB  ]}CU'  a. 

Toute  grandeur  dirigée  peut  être  multipliée  par  un  nombre 
qualifié  quelconque. 

275.  Remarque.  —  On  a  :  (+  1)  AB  -  AB    et    (—  1)  AB  =  BA. 

276.  ProfInit  do  «leux  nouil>i*e«<  c|ualifiôs.  —  Deux 
nombres  qualifiés  a  et  b  étant  donnés,  soit  AB  une  grandeur  dirigée 
prise  comme  grandeur-directrice  ;  soient  encore  : 

ÂJ^i  ^  a.  AB    et    ÂJÏo  =  ft.Â^i  =  b  (rt.ÂB) 

La  mesure  de  AJi,  par  rapport  à  AB  est  un  nombre  qualifié  c 
que  l'on  appelle  ;:/rof/M?7  a  par  b  ;  on  le  représente  par  les  symboles 
a  X  b  ou  a.J)  ou  simplement  ab. 

On  a  donc  : 

Â^o  =  c.ÂB  =  b  (a.ÂB)  =  ab.XB. 

Abstraction  faite  des  sens,  G.,  =  AoB.,  est  le  produit  de  G  ==  AB 
par  le  produit  \a\  X  \b\. 

Donc  \c\  =  \ab\  =  \a\  x  \b\. 

De  plus,  AoBo  a  le  même  sens  que  A,Bi  si  b  est  positif,  et  le  sens 
contraire  si  b  est  négatif;  AjBj  a  le  sens  positif  si  a  est  positif,  et  le 
sens  contraire  si  a  est  négatif;  enfin  si  AoBo  a  le  sens  positif,  c  est 
positif,  et  si  k.K.  a  le  sens  négatif,  c  est  négatif.  On  voit  donc  que  c 
a  le  même  signe  que  a  si  b  est  positif;  le  signe  contraire,  si  b  est 
négatif. 
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Donc,  si  y.  =  \a\    et    {i  =  \b\ 

on  peut  former  le  tableau  : 

(+  a)   X  (+  [i)  =  +  a.3 

(-  a)  X  (+  p)  =  -  y.{i 

(+  a)  X  (-  ,3)  ==  -  a,3 

(_  ^.)  X  (-  ;3)  =  +  a.3. 
277  Remarque  I.  —  Le  produit  de  deux  nombres  qualifiés  a  pour 
valeur  absolue  le  produit  des  valeurs  absolues;  il  est  positif  si  les 
deux  facteurs   sont  de  même   signe,   négatif  s'ils  sont  de  signes 
contraires. 

278.  Remarque  II.  —  Le  produit  de  deux  nombres  qualifiés  est 
indépendant  de  l'ordre  des  facteurs. 

279.  Remarque  III.  —  Le  produit  de  deux  nombres  qualifiés  est 
indépendant  de  la  grandeur  AB  qui  a  servi  à  le  définir  (277). 

280.  Remarque  IV.  —  ()n  voit  aussi  que 

a  X  (+ 1)  =  (f      et      a  x  (—  1)  =  a'. 

Au  lieu  de  a  X  (+  1)     ou     (+  1)  a     on  écrit     +  a; 
on  a  donc  j^  a  =  a. 

Au  lieu  de  a  x  ( — 1)     ou     ( — 1)  a    on  écrit    — a; 
d'où  —  a  =  a'. 

Ainsi  donc,  pour  changer  le  signe  d'un  nombre  qualifié,  il  sufiit 
de  l'attécler  d'un  signe  —  comme  s'il  était  une  valeur  absolue. 

a  étant  un  nombre  qualifié  quelconque,  (h  ci)  et  ( —  a)  seront 
deux  nombres  opposés. 

Le  symbole  za  peut  être  considéré  comme  le  produit  de  s  par  «, 
£  étant  +  1  ou  —  1  ;  ou  encore  comme  le  produit  de  a  par  s. 

281.  Remarque  V.  —  Lo  nombre  a  —  b  —  c  -\-  d  —  e  qui  est 
égal  à  la  somme  a  +  //  +  c'  -f-  d  +  e'  peut  donc  s'écrire  : 

(+  a)  +  (-  Z>)  +  (-  c)  +  (+  d)  +  (-  e). 
Supposons  qu'au  lieu  des  signes  +  et  —  on  ait  choisi  les  signes 
j  et  1  pour  indiquer  les  nombres  positifs  et  négatifs. 

On  aurait  \  a  -\-  \  b  -]-  \  c  -j-  \  d  -^  \  e.  Supprimant  les  signes  + 
(pids),  la  succession  est  assurée  grâce  au  signes  |  et  [  qui  séparent 
les  nombres.  On  aurait  donc 

\a\b\c\d\e 

Le  premier  j  est  inutih^  puisque  \  a  =^  a  et  que  ce  signe  ne 
sépare  pas  deux  nombres.  On  voit  que  l'écriture  symbolique  de 
la  somme    des    nombres    qualifiés    devient    identique    à  l'écriture 


''[{a.b)c]d\e. 
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a  —  h  —  c  -\-  (1  —  e  du  polynômo,  si  l'on  adopte  les  signes  + 
et  —  de  l'addition  et  de  la  soustraction,  pour  représenter  les 
nombres  qualifiés.  Cette  remarque  justifie  le  choix  qui  a  été  fait 
de  ces  signes,  et  l'expression  somme  algébrirpie  qui  désigne 
couramment  cette  écriture. 

282.  Pi*o«liiit  flo  pliiHicMH'K  fa<*ioiirM.  —  On  appelle  ainsi 
le  nombre  qualifié  qui  résulte  d'une  succession  de  produits  eflféctués 
sur  des  nombres  qualifiés  rangés  dans  un  certain  ordre.  C'est  par 
exemple  : 

On  le  représente  plus  simplement  par  le  symbole  (i.h.c.d .c  ou  abcde. 

283.  Un  produit  de  plusieurs  facteurs  qualifiés  a  pour  valeur 
absolue  le  produit  des  valeurs  absolues  des  facteurs;  il  est  positif  si 
le  nombre  des  facteurs  négatifs  est  pair;  négatif,  si  ce  nombre  est 
impair. 

284.  De  là  résulte  qu'un  produit  de  plusieurs  facteurs  qualifiés  est 
indépendant  de  l'ordre  dans  lequel  on  les  considère. 

285.  De  là  résulte  encore  que  dans  un  produit  de  plusieurs  facteurs 
qualifiés,  on  peut  remplacer  deux  ou  plusieurs  facteurs  par  leur 
produit. 

286.  Remarque.  —  Si  Ù  est  la  grandeur-directrice  de  la  figure 
illimitée  qui  porte  les  grandeurs  AB  et  AjBi,  et  si  l'on  a  : 

Â^i  =  a.ÂB 
on  aura  aussi  AiEj  =  <2.AB. 

En  efiet  AB  =  AB.ÏÏ 

d'où  a.ÂB  =  a  (aB.u)  =  (AB.a)  ÏÏ  =  {a.AB)  Û. 

D'autre  part,  «.AB  =  AjBj  =  AjBj.U, 

Donc,  AjBj  =  rt.AB. 

287.  Théorème.  —  Le  produit  d'une  somme  de  nombres 
qualifies  par  un  nombre  qualifié  est  égal  à  la  somme  des 
produits  des  différents  termes  par  ce  nombre. 

Considérons  le  produit    (r/j  +  «„  +  •••  +  <^n)  b. 
AB  étant  une  grandeur  dirigée  quelconque,  telle,  que  AB  =  b, 
soient  : 

Â^i  =  «i.ÂB        IJ32  ^  r/2-AB-  •  -ÂJB»  =  f^„.XB 
et  ()M„  =  k^,  +  I^,  +  ...  +  X^,. 

Par  définition  d'une  somme  de  nombres  qualifiés,  on  aura  : 

0M„  =  AiBi  +  A,Bo  +  ...  +  A„B„. 
En  vertu  de  la  remarque  précédente,  on  a  aussi  : 

AjBi  =-  r^i.AB        AoBo  =  rto.AB...A„B„  =  a„.AB. 
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Donc,  0M„  =  a^.b  +  a...b  +  ...  +  a,^.h. 

D'autre  part,  on  a  aussi  : 

AB  ÂB  AB  ÂB         '■*          ÂB 

=    «1    +    «o    +     ...     +    <7„. 

Donc  0M„  =  («1  +  «2  +  •••  +  «^n)  -^I^ 

et  par  conséquent  : 

OM    =  {a,  +  r/,  -L  ...  +  f/J  AB  =  {a,  +  «2  +  •••  +  ««)  ^• 
On  a  donc  l'égalité  : 

(«1  +  «2  +  •••  +  ^^0  ^  =  «^1^  +  ^2^  +  ...  +  ttnb. 

288.  Corollaire  I.  —  Le  produit  d'un  nombre  qualifié  pr/r  luie 
sonune  de  iininhreH  qualifiés  est  égal  à  la  somme  des  jJi'oduits 
de  ce  nombre iju)'  chacun  des  termes  de  ta  sonune. 

En  effet  : 

b  («1  +  «2  +  •••  +  «»)  =  («1  +  «2  +  •••  +  a„)b 
=  «1?^  +  aJ)  +  ...  +  ajj  =  ba-^  +  ba.  +  ...  +  ba„. 

289.  Corollaire  II.  —  Le  produit  de  deux  sommes  de  nombres 
qualifiés  est.  égal  à  ta  somme  des prodnits  de  chaque  terme  de 
t'une  des  sommes  successivement pou)'  chaque  to'me  de  t'autre. 

Soient  les  sommes    a  =  a-^  -\-  a^.  -\-  a^^    et    &  =  ^1  +  b^- 

On  a 

ab  =  («1  +  a.  +  a^)  b  =  a^b  +  aJj  +  aJj 

=  «i&i  -f  a^b.  +  aJ)^  +  «2^2  +  (^h^i  +  «3^2- 

290.  ]|lesiii*e  clos  jg;raii€lours«*îr<*iilaîres.  —  Les  grandeurs 
circulaires  présentent  cette  particularité,  que  l'élément  mobile  qui 
les  engendre  passe,  dans  son  mouvement  de  rotation,  plusieurs  fois 
par  des  positions  déjà  occupées  antérieurement.  Pour  concevoir  une 
grandeur  illimitée  de  cette  espèce,  il  faut  donc  faire  abstraction  de 
toute  la  partie  déjà  engendrée  au  moment  où  l'élément  générateur 
repasse  par  sa  position  initiale.  Cette  abstraction  doit  se  faire  à 
chaque  tour  nouveau  commencé  par  ce  mobile.  La  grandeur  engen- 
drée par  un  tour  complet  du  mobile  s'appelle  :  la  grandeur  d'un 
tour.  ' 

Mais  on  voit  aussitôt  que,  si  l'on  se  contente  de  désigner  l'origine 
et  l'extrémité  d'une  grandeur  circulaire,  celle-ci  n'est  pas  distinguée 
de  toutes  les  autres  qui  ont  la  même  origine  et  la  même  extrémité. 
La  distinction  ne  peut  être  obtenue  que  si  l'on  spécifie  la  mesure  de 
la  grandeur  par  rapport  à  une  grandeur-directrice  connue.  Il  est 


98  NOMHRKS   QUALIFIKS. 

d'ailleurs  aisé  de  constater  que  les  mesures  de  toutes  les  grandeurs 
qui  ont  même  origine  et  même  extrémité  peuvent  être  représentées 
par  une  même  formule  hc  ■\-  a,  quel  (lue  soit  leur  sens  de  génération, 
/,'  étant  un  nombre  (lualitié  oitier  quelconque  (y  compris  0),  c  étant 
la  mesure  de  la  grandeur  d'un  tour  (en  valeur  absolue)  et  a  étant  un 
nombre  (lualifié  quelconque,  constant  pour  toutes  ces  grandeurs. 
Lorsque  l'on  n'a  en  vue  que  de  déterminer  la  position  finale  du 
mobile,  la  connaissance  de  l'axe  de  rotation,  de  l'origine,  du  sens 
positif,  et  du  nombre  a,  y  sullisent.  C'est  pourquoi  l'on  ne  distingue 
pas  les  grandeurs  dirigées  circulaires  qui  ont  même  origine  et  même 
extrémité;  on  les  appelle  grai/dews  con(j)'ues,  et  on  les  désigne 

toutes  par  la  notation  KB  par  exemple,  A  désignant  l'origine  et  B 
l'extrémité;  et  tous  les  nombres  kc  -\-  a,  représentés  par  la  notation 

AB,  sont  appelés  mesure  de  AB.  Tous  ces  nombres  sont  congrus 
{.modulo  c)  à  l'un  quelconque  d'entre  eux,  a  par  exemple.  On  les 
représente  généralement  par  a  seul  et  non  par  kc  -\-  ol\  de  sorte 
que  les  relations  que  l'on  écrit  entre  les  mesures  de  grandeurs 
circulaires  ne  sont  jamais  que  des  congruences  (cmod.  c). 

Si  l'on  considère  un  point  de  l'élément  générateur,  ce  point  décrit 
autour  de  l'axe  de  rotation  un  arc  de  circonférence.  Nous  démon- 
trerons plus  loin  que  toute  grandeur  circulaire  a  la  même  mesure 
que  l'arc  correspondant,  si  l'on  prend  comme  grandeur -directrice 
celle  qui  correspond  à  l'arc-directeur. 

Celui-ci  est,  dans  toutes  les  théories  générales,  un  arc  appelé 
radiant  qui  a  la  même  longueur  que  le  rayon  (la  longueur  d'un  arc 
étant  la  limite  des  longueurs  des  lignes  brisées  régulières  inscrites, 
lorsque  l'on  fait  croître  sans  limite  le  nombre  des  côtés).  La  mesure 
de  la  grandeur  d'un  tour  est,  dans  ces  conditions,  le  nombre  2-. 

291.  Il  convient  de  remarquer  que  la  mesure  d'un  arc  par  rapport 
au  radiant  est  en  valeur  absolue  un  nombre  égal  à  la  longueur  de 
l'arc,  par  rapport  au  rayon  de  la  circonférence  qui  le  porte. 

292.  Nous  appellerons  no})ihre  linéaire  tout  nombre,  mesure 
d'fn/c  grandeur  rectiligne,  circulaire  ou  hélicoïdale. 

293.  Nous  appellerons  nombre  circulaire,  toute  expression 
numérique  de  la  forme  2kT.  -h  a,  dans  laquelle  /,'  est  un  entier 
quelconque,  positif,  négatif  ou  nul,  mais  non  déterminé,  et  a  un 
nombre  (jualilié  quelconque  mais  déterminé,  lorsque  cette  expression 
représente  les  mesures  de  toutes  les  grandeurs  circulaires  ayant 
une  même  origine,  et  une  même  extrémité  déterminée  par  a  que 
l'on   appelle  résidu.   Souvent   pour    simplilier    les   écritures,   on 
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représente  un  nombre  circulaire  par  un  résidu  quelconque.  Dans 
ce  cas,  les  relations  où  figurent  ce  nombre  ne  sont  plus  que  des 
congruences  (C^M.  2-). 

Nous  appellerons  valeur  principale  d'un  nortibre  circulaire, 
le  résidu  compris  entre  —  tt  et  +  t:  ;  la  valeur  principale  de 
2A'-  +  -  sera  +  -  (l). 

294.  Théorème  de  Chasles  ou  de  Môbius.  —  Entre  les  mesures 
de  plusieurs  grandeurs  dirigées,  AqAi,  A1A2  ...  A„_iA„,  A„A(, 
se  succédant,  quels  que  soient  leurs  sens,  sur  une  mê?ne  figure 
illimitée,  existe  la  relation  : 

AoAi  +  AiA,  +  ...  +  A„_iA„  +  A„Ao  =  0. 

1°  Nombres  linéaires. 

Dans  ce  cas,  le  théorème  résulte  des  définitions  d'une  somme 
dirigée  et  d'une  somme  de  nombres  qualifiés.  La  somme  dirigée 
étant  nulle,  sa  mesure  est  0. 

2°  Nombres  circulnlres. 

La  notation  AoAi  ne  représente  plus  une  grandeur,  mais  une 
infinité;  le  symbole  AqAi  est  tme  expression  1k-  +  aj. 

Représentons  par  aj,  aj,  ...  a„,  ao  les  résidus  positifs  des  nombres 
AoAj,  Al  A.,  ...  A„_iA,j,  "  A„Ao. 

On  aura  : 
AoAj  +  AjAo  -h  ...  4-  A„_iA„  -f  A„Ao  =  aj  +  x,  +  •••  +  a„  +  ag 

Gm.  27r). 
Or,  puisque  l'extrémité  Aq  coïncide  avec  l'origine  A,j  de  la  somme 
dirigée,  celle-ci  a  pour  mesure  un  nombre  2^-. 
Donc  ai  +  a,  +  .••  +  a„  +  7.0  ee  0      (.m.  2-). 

Et,  par  suite  : 

AoAi  +  AiA,  +  ...  +  A„Ao  =  0      pu.  2-). 

295.  Produit  «riiii  noiiiliro  oireiilaii'o  par  un  nom- 
lïi*i»  linéaire.  —  Le  produit  d'un  nombre  1k-  -]-  h  par  un  nombre 
entier  et  positif  m  est  la  somme 

2/,'-  +  e  +  1k-  +  f)  4-  ...  +  1k-  4-  ^  =  27i-  +  mh. 

On  peut  donc  écrire    (2A-  +  Q)  m  =  1k~  +  hm, 
cette  égalité   signifiant  que  toute  valeur  du  premier  membre  est 
une  des  valeurs  du  second  membre,  et  réciproquement. 

Ou  encore  (2^-  +  0)  m  ~  mh     (PU.  2-). 


(i)  Certains  auteurs  appellent  valeur  principale,  le  résidu  compris  entre  0  et  2-,  la  valeur 
principale  de  2^?:  étant  0.  Il  n'j-  a  là  qu'une  question  de  convention. 

E.  DuMoxT.  Arithmétique  Générale.  8 
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Le  produit   d'un   nombre  2h~  ^~  0  par   la  fraction  — ,  n  étant 

entier  et  positif,  a  n  valeurs,  en  progression  arithmétique  ;  0  étant 
la  valeur  principale,  on  aura  pour  ces  n  valeurs  : 

2kT.  +  ^-  +  h.  ^~        h  =  0,  1,2,  ...  (n  —  1). 

n  n 

ù 

Le  nombre  2A'-   h  —  s'appellera  proc^?«7  principal  de  2kT.  --h  & 
1  n 

par  —  ;  on  l'appellera  aussi  le  lï"^^^^'' princijKil  du  nombre  circulaire 

2/i:i  +  0;     (—TT  <  0  <  +7z). 

Nous  conserverons  les  notations  habituelles  pour  représenter  le 
produit  principal  et  des  doubles  parenthèses  pour  le  produit  général. 

On  écrira  donc  : 

((2/^7:  +  e))  -  EE  —         (?\\.  — ") 
^^  "  n         n         \        n  j 

et  (2A'-  +  ^)  —  -  —         G^rc.  2-). 


Le   produit    d'un  nombre    circulaire    2/.'-  -f  ^   par   un   nombre 
commcnsurable  —  a  également  n    valeurs    parmi    lesquelles    le 


n 

■m 


nombre  2/.'-  +  — 0  s'appellera  \e p)'odiiil  jn-iiicijial. 
On  peut  écrire  : 

((2fe  +  «))  ï^  s  î^  4       (,m.?^2.)     ■ 

et  (2/,'-  +  9)  ^  EE  -  0         (.m.  2-). 

Un  nombre  incommensurable  positif  À  étant  déterminé  par  deux 
suites  commensurables  l-^  et  /o,  les  produits  principaux  2/i7r  +  //i 
et  2^71  +  Ui  ont,  pour  toute  valeur  entière  de  k,  une  même 
limite  :  2/.'-  +  \^  que  l'on  a^\:)e]\eva, p)'odiiif  principal  du  nombre 
circulaire  2^-  +  0  par  le  nombre  linéaire  ).. 

L'expression  2/.')-  +  '/Ji  sera  \ç  jjrodii//  (jetterai.  Ce  nombre  a  une 
infinité  de  valeurs  ditîérentes,  non  congrues  .Tcodulo  2-. 

On  peut  écrire  : 

((2/^.7:  +  6))  \  =  Àe  (.^11.  2)-) 

et  (2Â;7:  +  0)  A  ^  \H        {y\i.  -2-). 

Le  produit  principal  d'un  nombre  circulaire  2/.'-  +  0  par  un 
nombre  négatif  ( —  a)  est  le  nombre  circulaire  2/t'7:  —  )>8;  le 
produit  général  est  2/.')-  —  aO. 
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On  peut  écrire  : 

((2A'-  +  e))  (—  A)  EE  —  IH  (DR.  2).-) 

et  (2A'7r  +  e)  (—  1)  =  —  aO        (.m.  2-). 

Rapport  ou  f|uolioiG<  ilo  doux   noniliro*^  €|ualifié$i^. 

296.  Théorème.  —  Deux  iwinbi-es  qualifies  a  et  b  étant  eousi- 
(Jérés  il((jis  cet  o/'dre,  il  existe  un  3"  nomlji-e  qualifié,  et  un 
seul,  tel  que  Je  produit  du  ^  nombre  b  et  de  ce  3®  soit  égal 
au  pranier. 

En  effet,  si  l'on  considère  le  nombre  qualilié  dont  la  valeur  absolue 

a^ 
est  le  rapport  -j^,  positif  si  a  et  b  sont  de  même  signe,  négatif  si  a. 

et  l)  sont  de  signes  contraires,  il  est  aisé  de  voir  que  ce  nombre 
répond  seul  à  l'énoncé  du  théorème.  On  l'appelle  rapport  ou  quotient 

des  nombres  a  et  tj  et  on  le  représente  par  le  symbole  j  qui  s'énonce 
a  SU)'  b. 

On  a  donc  b.Y  =  o. 

b 

297.  Los  rapports  de  nombres  qualitlés  ont  les  mêmes  propriétés 
que  les  rapports  de  nombres  naturels,  combinées  avec  les  propriétés 
spéciales  aux  nombres  qualifiés. 

298.  Théorème.  —  Le.  rapport  de  deux  grandeurs  dirigées  est 
égal  au  quotieid  de  leurs  mesures  par  rappjort  à  un  même 
étalon. 

Soient  les  deux  grandeurs  dirigées  : 

Â^i  -=  r/.AB         et        Â^2  =  ^.ÂB. 
On  sait  déjà  que  l'on  a  : 

De  plus  le  nombre  lJ_^   est  positif  si  les  deux  grandeurs  sont  de 
A.B. 
même  sens,  c'est-à-dire  si  les  nombres  a  et  b  sont  de  même  signe  ; 
il  est  négatif  dans  le  cas  conti^aire.  Donc  ce  nombre  est  bien  égal  en 

valeur  absolue  et  en  signe  au  nombre  y 
®  b 

299.  fl*ui*>i*!«ance  ni'«" "^  <run  noiiil»i*o  qualifié.  —  Le  produit 
de  tn  nombres  qualifiés  égaux  à  a  s'appelle  puissance  >/^"''«e  ,^é  a. 
On  représente  ce  nombre  par  le  symbole  a"\ 

300.  Lorsque  a  est  positif,  r,r'"  est  positif  quel  que  soit  m. 
Lorsqu(^  a  est  négatif,  rir'"  est  positif  ou  négatif  suivant  que  m 

est  pair  ou  impair.  Dans  tous  les  cas  on  a  : 
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301.  La  puissance  ;>/'™'«  d'une  somme,  d'un  produit,  d'un  rapport 
de  nomltres  (|ualifi(''S,  possède  les  nirmos  propriôtrs  (\\w  lorsqu'il 
s'agit  de  nombres  naturels. 

Les  formul(>s  : 


(,,  +  by>  ^  2  Ci 


-V/'- 


et  («  +  Z;  +  ...  +  /)'"  =  2  P^P>"L  P>-  "^^'  -^'' 

a  +  [i  -f  . . .  4-  >.  =  m 
sont  donc  générales. 

302.  ICac'iiK'  m"""  «l*"!!!!  iioiiiliro  qualifié.  —  On  appelle 
ainsi  tout  nombre  dont  la  puissance  »i'<'""'  est  égale  au  nombre 
considéré. 

303.  Théorème.  —  Tout  noïnhre  jjosififjjosscde  deux  rncines 
ni''""''  lorsque  m  est  jMir.  Ce  sont  deux  nombres  symétrïqiies 
(ii/d H I  pour  valeur  absolue  la  racine  m'^'^**  de  la  valeur  absolue 
du  nombre.  Il  n'en  a,  qu'une  lorsque  m  est  iinpai)';  c'est  le 
nombre  positif  ayant  cette  valeiw  absolue. 

Tout  7iombre  négatif  possède  une  racine  m'*"'"*^  lorsque  m  est 
impair,  c'est  un  nombre  négatif,  dont  la  valeuj'  absolue  est  la 
racine  m'*''"'''/fe  la  valeur  absolue  du  nombre.  Il  n'a  pas  de 
7mcine  m'^'"®  parmi  les  notnbres  qualifiés  lorsque  m  est  pair. 

304.  Remarque.  —  Si  )n  est  impair,  la  racine  m'^"''  de  a  se 
représente  par  "\a  quel  que  soit  le  signe  de  a. 

Si  m  est  pair  et  a  positif,  les  deux  racines  rn^'^"^''^  de  a  se  repré- 
sentent par  les  symboles 

+  \V'  ""  +  V''^''        Gt        —  \'a  =  —  V  ''' 

305.  l*iii»«Naii<'c  «loiit  i^iiidico  o$4t  un  nombre  c|iialilié. 

a  et  X  étant  deux  nombres  naturels  quelconques,  on  appelle 
puissance  d'indice  +  à  le  nombre  a'-;  on  appelle  puissance  d'indice 

—  ).,  l'inverse  de  a'.  Ce  nombre  -j  se  représente  par  le  symbole a~^\ 

X  étant  donc  un  nombre  qualifié  quelconque,  a^  est  un  nombre 
défini  pour  toutes  les  valeurs  de  x. 

306.  Théorème.  —  Les  pmissances  dont  les  indices  sont  des 
7iombres  qu(difiés  jouissent  des  ynêmes  propriétés  que  les 
jjuissances  dont  les  indices  sont  des  nomb)'es  naturels. 

P  Tout  d'abord  la  formule 

a"" 
est  applicable  au  cas  où  .r  est  négatif. 
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En  effet,  soit  x  =  —  ).  ;  on  a  : 

Donc  — r  =  a)'  =  a-^. 

2°  |j.  et  V  étant  deux  nombres  positifs,  on  a  : 

Si  La|>|v|:  --^ay-^> 

Si.l^Klvl:  i^  = 


a 


'/  —  '}. 


a'- 
Or    —  =  a'\r^' 
a' 

Donc,  si    X  =  -\-  [j.    et    y  =  —  v    on  a  : 

Si  X  et  1/  sont  tous  deux  négatifs,  soient   x  =^  —  u.  et  y  =  —  v. 

rr^-     a''         a''-  +  '' 

n^  1 

3°  Quels  que  soient    x  et  y,  —  =  a°^  —  =  a'^.a—'-i  =  a'^-'^ . 

Si  X  est  négatif  et  ^  positif  : 

/  1  ^"'        1 

Si  X  est  positif  et  y  négatif  : 

Si  j:"  et  ?/  sont  tous  deux  négatifs  : 

l      )         [or''-)'      a--'" 
5°  {abc  ...y  =-  afh'^c'^... 
Car,  si  x  est  négatif, 

r        V'^  ^       1       _       1       _  Jl_.J_. J_... 

^  a- '■'■ . Z>- ''■ . c- '•'■ ...  =  a^'b^c^'. . . 
aA"^      a^ 


6°  ,       ,  — 
'  b  b 
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Si    X  =^  —  Il  : 


1  ±=*l  =  -L.A.  =  „«.i-«  =  „«.l        " 


^v       fiiy-     fi'*^     ('''■    fi''-  b''    if 

7"  Si     (I  ^  h    et    s  -^  —  ;ji,     on  aura    a^-  cC  h^ . 
En  effet,  on  a     n''-  >  //■* 
d'où     —  <;  —     ou    (i~  '■'-  c;;  Ir  •'■'-     ou  encore    a^  <:  h^. 

Réciproquement,  si      «^  <  b'',    x  étant  négatif,  on  aura  : 

a  >  b. 
En  effet,  si  on  avait    a  <  b,     on  aurait    r/^  >  ^^. 

307.  Remarque.  —  Lorsque  x  est  un  nombre  négatif,  le  symbole 

\f((  représente  conventionuellement  le  nombre  d'^ . 
On  a  donc  encore  :  /    : 

(%'7,r  =  [a 
Wàis  cette  notation  est  peu  pratique. 

308.  Iiié^alité»^.  —  Lorsqu'un  nombre  variable  croit  en  valeur 
absolue  à  partir  d'une  valeur  initiale  aussi  petite  que  l'on  veut, 
sans  qu'il  y  ait  de  limite  à  cette  croissance,  on  dit  que  le  nombre 
O'oît  de  0  à  +  oo  {jjlus  l'infini)  ou  décroit  de  0  à  —  oo  {moins 
l'infini),  suivant  que  ce  nombre  reste  positif  ou  négatif. 

Lorsqu'un  nombre  variable  parcourt  l'ensemble  des  nombres 
qualifiés,  dans  le  sens  positif,  c'est-à-dire  à  partir  d'une  valeur 
initiale  négative  aussi  grande  que  l'on  veut  en  valeur  absolue, 
jusqu'à  une  valeur  positive,  aussi  grande  également  que  l'on  veut 
en  valeur  absolue,  on  dit  que  le  nombre  o-od  de  —  oo  à  -\-  oo. 
Si,  de  la  même  manière,  le  nombre  varie  en  sens  contraire,  on 
dit  qu'il  déo'oît  de  +  oo  à  —  oo. 

309.  Conformément  à  ces  expressions,  un  nombre  qualifié  n 
est  dit  plus  grand  ou  plus  petit  qu'un  autre  b,  suivant  que  leur 
différence  n  —  b  est  positive  ou  négative. 

310.  Tout  nombre  positif  est  plus  grand  que  zéro  et  que  tout 
nombre  négatif. 

Tout  nombre  négatif  est  plus  petit  que  zéro  et  que  tout  nombre 
positif. 

311.  Lorsqu'un  nombre  qualifié  a  est  supérieur  à  un  nombre 
qualifié  b,  on  écrit  encore  a  >  b. 
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Cette  écriture  est  donc  équivalente  à  l'indication  :  {a  —  h)  positif, 
laquelle  s'exprime  par  l'écriture  a  —  ^  >  0. 

312.  Propriétés  des  inégalités.  —  Voir  Falisse  et  Grain- 
DORGE,  Algèbre  (Hétnentaire,  V  partie,  14®  édition,  chap.  YIII. 
(Bruxelles,  Lebègne  et  C'«,  1908). 

313.  JLog;ai*itiiiiies  des  nombres  positifs.  Théorème.  — 

Deux  nombres  positifs  a  et  N  étant  donnés  (a  étant  autre  que 
+  1),  il  existe  nn  nombre  quaJifé  \  et  itn  seul,  tel  que  «/'  =  N. 

1'^'"  cas.  —  Supposons  d'abord     a  >  1. 

I.  Soit    \  <  a  <  N. 

Considérons  le  nombre  variable  aj"  et  donnons  à  x  les  valeurs 
entières  successives    1,  2,  3,  ...  p^,  pj^  +  1,  ... 

On  sait  que  r/'^  croît  alors  sans  limite;  donc,  pour  une  première 
valeur  2h  +  1  de  j",  on  aura 

N  <  a''"  +  \ 

Si  alors  N  est  égal  à  a^"  le  théorème  est  démontré;  si  cette 
égalité  n'a  pas  lieu,  on  aura 

a^"  <  N  <  a^'^'- 
Donnons  à  x  les  valeurs  successives 

Po,    Po  +  -zr^     Po  +  ~   •••  Po  +-^'~    .    Po  +  ~r   onpo  +  ï. 
'il  'il  'Il  'i\ 

On  sait  que  les  puissances  de  a  ainsi  obtenues  sont  croissantes. 
Si  N  est  égal  à  l'une  de  ces  puissances,  le  théorème  est  démontré  ; 
s'il  n'est  égal  à  aucune  d'elles,  il  sera  compris  entre  deux  nombres 
consécutifs  :  ^,_  ^^^^ 

«^»  <C  rt^  <  N  <  a~^  <:  r^^»  +  ^ 

Donnons  encore  à  x  les  valeurs  successives  : 

Ih.,  iA  ,  J_,  iA  ,  ^  ...  iA  +  iiZil,  PxsJh^  ou  ^^^  +  ^ 
fh    ai     fh'h  ai     <Zi'i-2      gi       aia-2    'Zi     ^ii^^        ai 

Si  N  n'est  égal  à  aucune  des  puissances  de  a  obtenues,  il  sera 
compris  entre  deux  nouveaux  nombres  consécutifs,  et  l'on  aura  : 

IH  Pi  Pi  +  l  Pi  +1 

a^"  <^  ««•  <:  «''^^^  <  N  <  a  ^"''-  <^  a  *'    ï$;  ft^"^' 

Continuant  à  opérer  de  la  sorte,  ou  bien  N  finira  par  être  égal 

à  l'une  des  puissances  de  a  dont  l'exposant  est    ^-^ ,     et, 

fixât  ••'  an 

dans  ce  cas,  le  nombre    — -^-^ répond  à  la  question  ;  ou  bien 

q^qo  ...  qn 
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N  ne  sera  égal  à  aucune  de  ces  puissances  ;  dansj|cette  hypothèse^ 
les  opérations  pourront  se  continuer  sans  fin.  Nous  obtenons  ainsi 
deux  suites  illimitées  : 

cû'  et  a^"  qui  répondent  aux  trois  caractères  connus  : 
1"  La  première  suite  est  croissante,  la  deuxième  [est^décroissante; 
2"  Tout  nombre  a^'  est  moindre  que  N  et  que  tout  nombre  «'"; 

p^  +  'i 


3°  Le  rapport    -jr  = =  a'''''-  -''" 


,9i?2-3. 


a  pour  limite  1,  car a  pour  limite  0. 

Donc,  les  deux  suites  ont  une  limite  commune,rqui  est  N  puisque 
N  est  constamment  compris  entre  «''  et  a^" . 

Les  suites  illimitées  /'  et  /"  ont  aussi  une  limite  commune,  car  : 
1°  /'  est  une  suite  croissante,  /"  est  une  suite  décroissante; 
2°  Tout  /'  est  moindre  que  tout  /",  puisque 

a^<  N  <  rA; 
3°  La  différence     /"  —  /'  = '  a  pour  limite  0. 

'  Soit  \  la  limite  commune  des  suites  /'  et  /". 

La  limite  commune  des  nombres  a^'  et  a^"  sera  donc  le  nombre  (?'. 
.  D'où  N  =-  (?'. 

Le  nombre  À  est  indépendant  de  la  loi  de  variation  adoptée  pour  '■ 
les  nombres  .^i,  qz...q„ ;  car  si  l'on  suppose  une  autre  loi,  fournissant 
un  nombre  ]j.  tel  que  a''^  =  N,  on  aura  a'^^  =  a'\  d"où  \l  ==  a  (217). 
Le  nombre  [a  est,  par  le  fait,  le  seul  et  unique  nombre  tel,  que 

(('^^  =  N. 
IL  Soit     1  <  N  <  ft. 

En  vertu  de  ce  qui  vient  d'être  dit,  il  existe  un  nombre  et  un 
seul  a  tel,  que  l'on  ait 

N"  =  a. 

D'où  {^y  ^  a""  =  N. 

Le  nombre  1  =  -  est  donc  le  seul  et  unique  nombre  tel,  que- 

ci^'  =  N. 

m.  N  =  1. 

Le  nombre  0  est  le  seul  pour  lequel  on  ait  a^  =  1  =  N. 
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IV.'  N  <  1  <  a. 

On  aura    N~^  =  ^^^  >  1. 

JN 

En  vertu  de  ce  qui  précède,  il  existe  un  nombre  unique  ,3  tel,  que 

œ'  =  N-'. 
D'où  r/~'"  =  N. 

\  =  —  ,3     est  donc  le  nombre  unique  tel,  que   a'-  =  N. 
^^  cas.  —  Supposons  ensuite     a  <  \. 
On  aura     fi~'^  >  1. 
Il  y  a  donc,  quel  que  soii  X,  un  nombre  unique  y  tel,  que 

ou  cr  '  =  N. 

Le  nombre  a  =  —  -'  est  donc  le  nombre  unique  tel  que  a/'  =  N. 

314.  Définition.  —  Le  nombre  unique  a  tel,  que  c/'-  =  N,  s'appelle 
le  logoi-ithme  de  N  jJoiir  fa  base  a. 

L'ensemble  des  logarithmes  des  nombres  positifs  s'appelle  un 
système  de  logar-ithines;  le  nombre  constant  et  positif  n  s'appelle 
la  base  du  système. 

Le  logarithme  de  X  pour  la  base  a  est  réprésenté  par  le  symbole 
log„X. 

Comme  conséquence  du  théorème  et  des  définitions  qui  précèdent, 
on  peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 

315.  Théorème.  —  Da)is  tout  système  de  Jogarithmes,  tout 
noinhre  jioisUif  (t  un  lognr'itlime  et  vn  seul. 

316.  Propi'iôlés  des  lo^aritliiiies.  —  Les  propriétés  des 
puissances  permettent  d'écrire  les  formules  : 

log,  (NixX,)  =  log«Ni  +  log^Ne. 

N 
log„  ^'  =  log„Xi  —  log.N^. 

log„N^  =  j:'log,,X,     quel  que  soit  x. 
log.y/  =  1  ;     log„l  =  0. 

317.  Remarque.  —  Lorsque  la  base  du  S3'stème  de  logarithmes  est 
un  nombre  plus  grand  que  1,  les  nombres  plus  grands  que  1  ont 
des  logarithmes  positifs,  et  les  nombres  plus  petits  que  1  ont  des 
logarithmes  négatifs. 

Lorsque  la  base  est  un  nombre  moindre  que  1,  c'est  le  contraire. 

318.  Module  absolu  (Pun  système  de  lo^aritliuies. 
Considérons  un  système  de  logarithmes  de  base  a  >  1. 
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Soit  x  un  nombre  positif  quelconque;  y  son  logarithme. 

On  appelle  )/in(luIe  absolu  du  système  de  logarithmes  de  base  a, 
la  limite  du  rapport  ; — *^— r  pour  Wmx  =  1.  On  le  représente  par 
le  symbole  M„. 

Il  faut  démontrer  que  cette  limite  existe,  et  qu'elle  est  indépen- 
dante' de  la  loi  de  vai'iation  adoptée  pour  œ. 

Posons  .r  ^  1  -\-  z. 

On  a  :  cr'  =-  1  +  ^ 

y  i 

d'où  rr  =.  {\  ^  zf. 

Si  X  a  pour  limite  +1,   -  a  pour  limite  0,   (1  +  :■)"  a  alors 
une  limite  finie. 
En  effet,  supposons  d'abord  ;:r  >  0  : 
Si  0  a  pour  limite  0,  -  croît  sans  limite. 

Soit    n  <  -<  n  -\-  \,     n  étant  un  entier  croissant  sans  limite. 

D'OU  — -—  <  .-  <  ^ 

n  +  1  71 

0  "^  ^^+lj     ^  ^^  "^  -"^'^  ^  ^^  +  '^''  ^   ^^   +  '^''^'    <  V  +  ïï 

D'où  encore 


^'^"'^^  <(i+.r<ri+^Tri+^ 


^  ;/  +  1 
On  démontre  dans  les  cours  d'Algèbre  (l)  que  pour  n  croissant 

sans   limite,       1  -t ; — r  et      11-1 —         ont  une  même 

V      >^  +  ly  V      ^v 

limite,  qui  est  un  nombre  incommensurable  que  l'on  représente  par 
le  symbole  c,  et  qui  est  indépendante  de  la  loi  de  variation  adoptée 
pour  n. 

D'ailleurs,  lim  '  1  H î—-^  =  lim  f  1  +  i^  =  1. 

V      '><•  +  ly         V      ■''V 


(i)  Fausse  et  Graindoroe,  Traité  d'Algèbre  élémentaire,  2c  partie.  7«  édition,  nos  317  à 
310.  (Bruxelles,  Lebt'-gue  et  C'e,  190S;.  B.  NiEWENfii.owsKi,  Cours  d'Algèbre,  T.  I,  6e  édition. 
Chapitre  XVIII,  nos  34  à  37.  (Paris,  Armand  Colin,  1909). 
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Donc, 

+  ;^  4-  1 

2 

Le  nombre   (1  +  -)"   qui  est  constamment  compris  entre  deux 
nombres  variables  qui  ont  une  même  limite,  a  la  même  limite. 

i  y_ 

Donc  lim  (1  +  z)"  =  limr/"  =  e. 

Supposons  ensuite  .^  <  0  : 

>  1  ;   posons  donc 


Pour  des  valeurs  de  ^  voisines  de  0, 

H —  1,  ?<  étant  un  nombre  positif  ayant  pour  limite  0. 
On  aura  alors  : 

i  +  ^-^i-rr^-T^ 

et  (1  +  zf  =  (^j-T^J  ^  ^^  +  ''^     "  =  (1  +  uT  (1  +  ^0- 

D'où        lim  (1  +  -):      =  lim  [(1  +  uY  (1  +  u)] 


=  lim  (1  -L  ^/)".lim  (1  +  '0"-o  =  c. 

Il  en  résulte  que      lim  (  ^  !  =  log^c  =  M,,. 

D'où  la  formule  a^^"  =  e. 

Lo^ariliiiiie^  naturel»  dits  népériens. 

319.  Le  système  do  logarithmes  do  base  c  a  pour  module  absolu 
le  nombre  loggf'  =  \. 

On  l'appelle  système  des  hujdr'illdnes  ji/ifin-eh. 

Les  logarithmes  naturels  sont  couramment  appelés  logarithmes 
népériens,  bien  qu'il  soit  avéré  que  N'éper,  non  seulement  n'avait 
pas  comme  base  le  nombre  e,  mais  n'avait  même  pas  la  notion  de 
la  base  d'un  système  de  logarithmes. 

Le  logarithme  naturel  d'un  nombre  X  se  représente  par  le 
symbole  Ig'S,  ou  encore  par  l'un  des  symboles  Z„X  ou  /X. 

320.  .^loflulo  crcin  »!iv$<ténie  relativement  à  un  autre 
srstènie.  Théorème.  —  Le  rapport  des  logdrifhtjies  d'tui  noui- 
hre  dans  deux  systèmes  diffe)-ents  est  indépendant  du  nombre 
considéré. 
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Soient  a  et  h  deux  bases  différentes. 

On  a  A'"''"'^'  =  N 

d'où  log„  N .  log,  h  ^  log„  N 

log,N  1    . 

^"  log„N       log„/> 

321.  Définition.  —  On  voit  par  la  formule  précédente  que  si  l'on 
connaît  les  logarithmes  d'une  série  de  nombres  N  dans  le  système  de 
base  (i,0VL  obtiendra  les  logarithmes  des  mêmes  nombres  dans  le  système 

de  base  h,  en  multipliant  les  premiers  par  le  nombre  constant  ,  • 

Ce  nombre  constant  s'appelle  nnuluJc  du  système  b  rchtl'itcincnt 
au  système  a. 

Nous  le  représenterons  par  le  symbole  M,,,,. 

322.  Théorème.  —  Le  module  d'un  système  de  logrii-ithïnes 
reldt'itement  à  un  autre  système,  est  égut  au  r(ij)})0)i  des 
modules  a1)solus  des  deux  systèmes. 

Soit  le  module  M^,,  du  système  t)  relativement  au  système  a. 

On  a  :  M,„  =  j^- 


o«  ' 


'    On  a  aussi  rt^^«  =  /^^'^  =  e. 

D'où  l'on  tire  M„  =-  M,,  \og,J) 

1  M,        .. 

\OgJ)  M„ 

323.  Corollaire.  —  Le  module  absolu  d'un  système  de  loga- 
rithmes est  le  module  de  ce  système  relativement  au  système 
népé)-ien. 

Ainsi     M,,  =  M„  „  =  -, 

a.e         j    ^^ 


rHAPITKE  IV 

Substitution  des  grandeurs  dirigées  linéaires  aux  grandeurs 
dirigées  quelconques. 

324.  Définition.  —  Si  nous  considérons  une  grandeur  dirigée  quel- 
conque MN  engendrée  par  ime  figure  mobile  t,  chaque  point  de  a- 
engendre  une  ligne  AB,  qui  est  un  vecteur,  un  arc  de  circonférence 
ou  un  arc  d'hélice,  suivant  que  la  grandeur  est  rectiligne,  circulaire 
ou  hélicoïdale.  Nous  appellerons  ces  grandeurs  dirigées  linéaires,  les 
gi'andeui's  linéai)'es  corresjjoiidcnites  à  la  grandeur  dirigée 
considérée. 
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325.  Théorème.  —  Le  rapport  de  deux  grandeurs  dirigées, 
prises  sur  une  inèrne  figure  illimitée,  est  ég(d  au  rapport  des 
grandeurs  linéaires  corresjjondantes,  pjrises  également  sur 
une  même  ligne  illimitée. 

Considérons  une  figure  illimitée,  rectiligne,  circulaire  ou  hélicoï- 
dale engendrée  par  un  7  mobile,  et,  sur  cette  figure,  les  grandeurs 
MiNi  et  M2N2.  Considérons  un  point  quelconque  de  ce  t  et  la  ligne 
illimitée  qu'il  engendre.  Soient  Ai,  Bi,  A.,  et  B..  les  points  où  cette 
ligne  coupe  les  ligures  Mj,  Ni,  Mj  et  Nj. 

Soient     M^i  -=  a.ÂLX.     et     A^i  =  ,3.ÂJ3o. 
Je  dis  que     y.  =  fi. 

l''  a  et  ,3  ont  évidemment  le  même  signe;  il  sullit  donc  d'examiner 
leurs  valeurs  absolues. 

Soient  donc  Gi  =  |a|G.  et  h,  =  i,3|U-,  les  grandeurs  et  les 
lignes  corresp^ondantes. 

~°  Si  a  =  +  1  on  peut  faire  coïncider  ÂLN,,  avec  MjNi  ;  alors 
A.jBi  coïncidera  avec  ÂJ^,,  et  ,3  =  +  1  =  a. 

3°  Supposons  d'abord  |a|  commensurable,  et  soit  jal  =  ^.  Soit 

II 
G'  la  commune  mesure  de  Gj  et  G2,  c'est-à-dire  que 

Gi  =  mG    et    G,  =  nQ' . 

Soit  L' la  ligne  correspondante  à  G'  sur  la  ligne  illimitée  qui  porte 
Li  et  L,. 

Il  est  clair  que  si  l'on  décompose  Gi  en  m  parties  égales  à  G',  Li 
sera  décomposée  en  7n  parties  égales  à  L'.  Donc  U  =  mV  ;  de  même 

L.  =  uV;  donc  Li  =  —  L.    et    |  ,3 1  =  |  a  |. 

4°  Supposons  que  |a|  soit  incommensurable;  nous  savons  que|a| 
peut  être  déterminé  par  deux  suites  illimitées  commensurablos  a  et  A. 

^/  <  |a|  <  A. 
Les  grandeurs  f/Gi  et  AGo  ont  G,  pour  limite  commune,  et 

aGo  <  G,  <  AG.. 
Les  lignes  ah,,  U  et  AL.  correspondent  à  aG.„  Gi  et  AG,.  Donc 
on  aura  :  aL.^  <  L,  <  ALo. 

Or  aL.2  et  ALo  ont  pour  limite  commune  | a|  Lo. 
L,  étant  comprise  entre  aL,  et  AL,  est  égale  à  cette  limite.  Donc 

Li  -lalL.. 
Donc  1 ,3|  =  (a|.  Et  par  suite  [i  =  a. 
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326.  Remarque.  —  Les  lignes  AjBj  et  A2B2  peuvent  être  considérées 
comme  interceptées,  sur  la  ligne  illimitée  qui  les  porte,  par  les 
grandeurs  MjNj  et  MoN^. 

327.  Le  théorème  précédent  peut  alors  .s'énoncer. 

Une  grandeur  lUrlgée  a  Jn  même  mesure  que  foufe  (frau- 
deur 1inéai}-e  coi'respo/uhoi/e,  si  l'on  jn-end  jjour  étalon  des 
(p'andeiD'S  linéaires,  la  (irandeur  interceptée  sur  la  ligne 
inimitée  considé)'ée  par  Vétalon  des  giutudeurs  dirigées. 

Ou  encore  :  Une  grandeur  dirigée  a  la  même  mesure  que 
toute  gra)ideu)'  linéaire  correspjondante,  si  Von  pjrend  poiir 
étalon  la  grandeur  dirigée  qui  intercepte  sur  la  ligne  illimitée 
V  et  (don  des  grandeurs  linéaires. 

328.  Corollaire  L  —  Un  angle  a  la  même  mesure  que  l'arc  qu'il 
intercepte  sur  une  circonférence  dont  son  sommet  est  le  centre 
et  dont  le  rayon  est  quelconque,  à  condition  de  prendre  comme 
étalon  l'angle  au  centre  qui  intercepte  l'arc-étalon. 

329.  Corollaire  IL  —  Le  rapport  des  surfaces  de  deux  rectangles 
de  même  hauteur  est  égal  au  rapport  de  leurs  bases. 

330.  Corollaire  IIL  —  Le  rapport  de  deux  dièdres. est  égal  au 
rapport  de  leurs  angles  plans  (par  l'intermédiaire  des  arcs 
correspondants). 

331.  Corollaire  IV.  —  Le  rapport  des  volumes  de  deux  parallélé- 
pipèdes rectangles  de  même  base  est  égal  au  rapport  de  leurs 
hauteurs. 

332.  Corollaire  V.  —  Le  rapport  des  surfaces  de  deux  fuseaux 
ou  des  volumes  de  deux  onglets  appartenant  à  une  même  sphère 
est  égal  au  l'apport  de  leurs  angles  (par  l'intermédiaire  des  arcs 
correspondants). 

333.  Théorème.  —  Une  grandeur  directemerd  mesurable  étant 
c(»tsidérée  stir  la  figure  illimitée  de  sa  classe,  ainsi  qu'une 
grandeur-  linéaire  correspjondante,  si,  aux  exti-émités  de 
celle-ci,  on  mène  deux  jjlans  qui  lui  soient  normaux,  ces 
plans  décoiqient  sur  la  figure  illimitée  donnée  une  grandeur 
directement  mesu)'able  d'une  nouvelle  classe.  Cette  g}'((ndeur 
est  équivalente  ()  la  p)'emière. 

Considérons  un  élément  mobile  5-  dont  le  mouvement  rectiligne, 
circulaire  ou  hélicoïdal  engendre  une  figure  illimitée,  caractérisque 
d'une  classe  de  grandeurs  directement  mesurables  G.  Soit  A  un 
point  de  a-.  Ce  point  engendre  une  ligne  illimitée,  droite,  conférence 
ou  hélice.  Si,  en  un  point  A  quelconque  de  cette  ligne,  nous  lui 
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menons  un  plan  normal,  ce  plan  découpe  dans  la  figure  illimitée 
G  un  élément  o,  que  l'on  peut  rendre  solidaire  du  mouvement  de  t 
et  qui  engendre  donc  la  même  figure  illimitée  que  t,  tout  en 
restant  normal  à  la  ligne  décrite  par  A. 

Soient  Ai  et  Ao  deux  points  de  cette  ligne;  o-iTo  et  SiO.,,  les 
grandeurs  délimitées  par  les  éléments  <?  ou  o  en  ces  points. 
Je  dis  que  7^7.^  et  o^?j.,  sont  des  grandeurs  équivalentes.  Faisons 
glisser  dans  le  sens  TiT,,  la  grandeur  o,0o  jusqu'en  OjO^  do  manière 
qu'il  n'y  ait  plus  aucune  partie  commune  aux  deux  grandeurs  7y7.y 
et  030,. 

On  aura  la  succession  des  éléments  :  7^  7n  03  o^. 

Donc     Ticr-i  -h  T0O4  =  3-i04 

71^3    +^304   =    7iO^ 

Or  TjOg  =  7.O4  car  on  peut  faire  glisser  o-iOy  jusqu'à  ce  qu'elle 
coïncide  avec  72O4,  l'amplitude  du  mouvement  étant  AjA... 

Il  en  résulte  que  o-jT,  et  O3O4  sont  équivalentes  ;  donc  o-jO-.^  et 
OjOo  sont  équivalentes. 

334.  Corollaire  I.  —  Tous  les  parallélogrammes  de  même  base 
et  de  même  hauteur  sont  équivalents  au  rectangle  de  même  base 
et  de  même  hauteur. 

335.  Corollaire  II.  —  Tout  prisme  est  équivalent  au  prisme 
droit  ayant  la  même  longueur  d'arête  et  pour  base  la  section 
droite  faite  dans  le  prisme  considéré. 

336.  Corollaire  III.  —  Deux  parallélépipèdes  ayant  une  base 
commune,  et  les  bases  non  communes  comprises  entre  deux 
parallèles,    sont  équivalents. 
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CHAPITRE  PREMIER 
Vecteurs. 

337.  iirainleiirs  orîeiitco»,  —  "  Toutes  les  grandeurs  physi- 
"  ques  se  ramrnent  à  trois  espèces  principales  de  grandeurs  :  la  lon- 
»  gueur,  la  durée  et  la  masse. 

rî  La  masse  est  une  grandeur  absolue,  c'est-à-dire  qui  se  [développe] 
''  dans  un  sens  unique  à  partir  d'une  origine  fixe,  et  partant,  suscep- 
«  tible  d'être  complètement  [déterminée  par  un  nombre  naturel  qui 
r.  en  est  la  mesure  par  rapport  à  une  masse  connue,  choisie 
::  arbitrairement  comme  étalon]. 

"  La  durée  est  une  grandeur  relative,  c'est-à-dire  à  deux  sens 
«  [opposés]  et  à  origine  arbitraire,  et  qui,  par  suite,  [se  détermine] 
V  par  un  nombre  qualifié  positif  ou  négatif  [qui  en  est  la  mesure 
r  par  rapport  à  une  durée  connue  choisie  arbitrairement  comme 
^»  étalon-directeur]  (i).  " 

La  longueur  est  une  grandeur  linéaire  relative  et  orientée,  c'est- 
à-dire,  qui  se  développe  dans  deux  sens  opposés,  à  partir  d'une 
origine  arbitraire,  et  dans  une  direction  varinbJe. 

Nous  avons  d'ailleurs  établi  que  la  mesure  de  toute  grandeur 
géométrique  se  ramène  à  la  mesure  de  grandeurs  linéaires,  recti- 
lignes,  circulaires  ou  hélicoïdales. 

La  suite  de  ce  travail  sera  donc  consacrée  aux  grandeurs  linéaires 
et  à  leurs  mesures. 

Dans  la  troisième  partie,  que  nous  abordons  actuellement,  nous 
ferons  l'étude  des  vecteurs  situés  dans  un  même  plan. 

Dans  la  quatrième  partie,  nous  étudierons  les  angles  et  les  vecteurs 
dans  l'espace. 


(1)  L.  CoUTURAT.  De  l'Infini  mathématique,  p.  150.  Les  mots  entre  [  ^  sont  des  modifications 
apportées  au  teste  de  M.  Couturat. 
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Nous  avons  préféré  les  angles  aux  arcs  de  circonférence  comme 
grandeurs  représentatives  des  grandeui's  circulaires,  tout  au  moins 
dans  le  texte,  car  c'est  à  des  angles  que  nous  devrons  constamment 
appliquer  les  conclusions  de  notre  étude.  Dans  les  figures,  au 
contraire,  les  angles  sont  représentés  par  des  arcs,  afin  de  rendre 
les  raisonnements  plus  intelligibles. Ces  arcs  ont  pour  rayon  l'étalon 
de  longueur  rectiligne. 

338.  Définitions.  —  Rappelons  qu'un  vecfeur  est  un  segment  de 
droite,  considéré  comme  engendré  par  un  point  mobile,  le  sens  du 
mouvement  de  ce  mobile  étant  indiqué  par  l'ordre  dans  lequel  on 
énonce  ou  on  écrit  les  lettres  désignant  les  points  qui  limitent 
le  vecteur. 

Un  vecteur  se  représente  par  la  notation  AB,  A  étant  Vor/gine 
et  B  Vexf)'émité. 

339.  La  droite  illimitée  qui  porte  un  vecteur  prend  le  nom  (ïdxe 
lorsqu'on  a  qualifié  les  deux  sens  suivant  lesquels  un  point  mobile 
peut  la  parcourir.  Le  sens  positif  est  indiqué  par  une  lettre  qui 
désigne  en  même  temps  l'axe,  et  qu'on  place  vers  une  des  extrémités 
lorsqu'on  fait  un  dessin. 

340.  Tout  axe  divise  le  plan  qui  le  contient  en  deux  régions  ou 
demi-plans.  L'une  quelconque  est  dite  région  positive  et  l'autre, 
région  négative. 

Si  l'on  considère  deux  axes  parallèles  j^  et  y  et  si  l'on  a  qualifié 
les  régions  pour  l'un  d'eux,  x  par  exemple,  on  convient  de  qualifier 
les  régions  pour  y  de  telle  sorte  que  x  et  g  soient  dans  des  régions 
de  noms  contraires  l'un  par  rapport  à  l'autre. 

Un  point  placé  sur  un  axe  le  décompose  en  deux  deini-droitcs. 

Lorsque  deux  axes  sont  parallèles,  on  convient  de  qualifier  les 
deux  sens  sur  ces  axes  de  telle  manière  que  si  l'on  joint  par  une 
droite  deux  points  pris  sur  ces  axes,  les  deux  demi-droites  qui  se 
développent  dans  des  sens  de  même  nom,  soient  dans  une  même 
région  par  rapport  à  cette  droite. 

341.  On  appelle  vecteurs  équipollents  deux  vecteurs  égaux, 
parallèles  et  situés  dans  des  régions  de  même  nom  par  rapport  à 
deux  axes  parallèles  passant  par  leurs  origines  respectives. 

On  exprime  l'équipollence  à  l'aide  du  même  signe  =  que  l'égalité. 
Si  AiBi  et  AoB..  sont  deux  vecteurs  équipollents,  on  écrira  : 

Deux  vecteurs  équipollents  à  un  môme  troisième  sont  équipollents 
entre  eux,  ainsi  qu'il  est  aisé  de  le  démontrer. 
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342.  Soiiinio  ^ooiiiôlrifiiio.  —  On  appelle  som7)?e  oéomé' 
i)-ique  ou  rcsii/ffut/e  de  deux  ou  plusieurs  vecteurs  AiBi,  AoB™,  ... 
A„B,„  un  vecteur  0M„  aj^ant  pour  origine  un  point  arbitraire  0  et 
pour  extrémité  le  point  M„  où  aboutit  un  point  mobile  M  qui,  parti 
de  0,  engendre  successivement  des  vecteurs  OMi,  MiAL,  ...M„_iM„,. 
équipollents  aux  vecteurs  respectifs  AjBi,  A^B.,,  ...  XJin  (voir  à  ce 
sujet  :  Avant-propos,  p.  XIII). 

Cette  succession  s'indique  par  le  signe  +  qui  devrait  s'énoncer 
jmis,  mais  qu'on  énonce  ^v/^^s•. 

On  a  donc    ÔMi  =-  A^j,  M^Mo  =  A^o,  ...  M„_iM„  ^  Â^^ 

et  Ton  écrit  : 


0M„  -  OMi  +  MiJSL  +  .^  M„_^I„  =  AiBi  -}-  AoB,  +  ...  +  A„B„. 
Les  vecteurs  A,Bi,   AoB,, ...  A„B„   s'appellent  les  composantes 
de  la  somme  géométrique  0M„. 

343.  Théorème  I.  —  La  somme  géométrique  de  ^jUisieiirs 
vecteurs  rangés  dans  un  certain  ordre  7'este  équipollente  à 
elle-même  quelle  que  soit  l'origine  choisie. 

En  effet,  0'M'„  somme  géométrique  obtenue  en  prenant  0'  comme 
origine  peut  s'obtenir  en  faisant  subir  à  la  somme  0M„  une  trans- 
lation égale  à  00'. 

Donc,  Ô^'„  =  ÔM„ 

344.  Remarque  I.  —  Une  somme  géométrique  ne  change  pas  si  l'on 
remplace  des  composantes  par  d'autres  qui  leur  sont  équipollentes. 

345.  Remarque  II.  —  Une  somme  géométrique  ne  change  pas  si 
l'on  remplace  des  vecteurs  consécutifs  par  leur  somme  géométrique. 

346.  Théorème  II.  ^  Une  somtjie  géométrique  de  deuxvecteuj's 
est  indépendante  de  l'ordre  dans  lequel  on  les  considère. 

Soient  ÔMi  =  \^,  ;  M^I,  =  ÂIb.,  =  ÔM3  ; 

Je  dis  que  ÔM.  =  ÂJBo  +  A^j. 

Joignons  M3  Mo. 


On  a  :  OMo  =  OM3  +  M3M0  ^  A.Ai.  +  M3M.,. 

Il  suffit  donc  de  démontrer  l'éciuipoUence  M3M2  =  AjBj. 

Or,    la figure    OM^MoMs    est    un    parallélogramme,     puisque 

OM3  =  MjMo,  et  que  par  suite,  OM3  et  MjM.,  sont  égaux,  parallèles, 

et  dans  la  même  région  par  rapport  à  OMj.  Donc  OMj  et  M3M.,  sont 

égaux,  parallèles  et  dans  la  même  région  par  rapport  à  0^X3.  D'où 

ÔMi  =  Mjdn.    Or,    ÔMi  ==  \^,.    Donc,    M^Mo  -  A^^. 
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On  a  donc 

347.  Théorème  III.  —  Une  somme  géométriqiie  de  phisieut\^ 
vecteurs  est  indépeyidante  de  l'ordi'e  suivccnt  lequel  on  les 
considère. 

Cela  résulte  de  ce  qui  vient  d'être  dit  aux  n°^  345  et  346  ci-dessus. 

348.  Théorème  IV.  —  La  somme  géométtHque  de  plusieurs 
vecteurs  parallèles  est  la  somme  dirigée  de  vecteurs  respec- 
tizemeid  cquipollerds,  pjortés  sur  un  même  axe. 

349.  ■•■•ojeetîoiis  (l).  —  On  appelle  |;rq/ec^ion  orthogonale  ou 
simplement  projection  d'un  vecteur  sur  un  axe,  un  vecteur  ayant 
pour  origine  et  pour  extrémité  les  projections  orthogonales  respec- 
tives de  l'origine  et  de  l'extrémité  du  vecteur  considéré. 

La  projection  de  AB  sur  l'axe  x  s'écrit  pr,,AB  ou  proj^.AB. 
Donc,  si  A'  et  B'  sont  les  projections  orthogonales  de  A  et  de  B 
sur  ^,  on  a  :  A'B'  =  pr^AB. 

350.  Théorème.  —  Les  projections  d'un  même  vecteur  sur 
deux  axes  parallèles  sont  deux  vecteurs  équipolleids. 

351.  Théorème.  —  Les  projections,  sur  un  même  axe,  de 
deux  vecteurs  équijjôllents,  sont  deux  vecteurs  équipqllents. 

352.  Théorème.  —  La  prrojection  sur  un  axe  x  d'une  somune 
géométrique  de  vecteurs  est  la  sonune  dirigée  des  projections 
des  composantes. 

353.  Théorème.  —  Tout  tecteur  est  la  soijnne  géouaUrique  de 
ses  projections  ortliogonaÀes  sur  ij-ois  axes  r-ectangulai)'es. 

354.  Corollaire.  —  Tout  vecteur  est  la  somme  géométrique 
de  ses  projections  orthogonales  sur  deux  axes  rectangulaires 
dans  le  plan  desquels  il  se  trouve. 

355.  \'oeteurs-clîreetoiirs.  —  Lorsque  nous  avons  déflni 
les  nombres  qualifiés,  nous  avons  vu  qu'un  vecteur  porté  par  un 
axe  est  déterminé  par  rapport  à  son  origine  lorsque  l'on  connait 
sa  mesure  par  rapport  à  un  vecteur-directeur  pris  sur  l'axe.  L'étude 
de  la  Mécanique  montre  qu'il  n'y  a  pas  intérêt  à  distinguer  des 
vecteurs  équipollents. 


(i)  Nous  ne  considérerons  ni  les  projections  obliques  ni  les  projections  polaires,  qui  sont 
sans  utilité  à  notre  point  de  vue. 

Le  lecteur  qui  ne  pourrait  pas  établir  lui-même  les  démonstrations  des  théorèmes  qui  suivent 
en  trouvera  le  détail  dans  notre  Cours  de  Trif/onomélrie  recliligne  et  sphérique. 
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Nous  dirons  donc  qirun  vecteur  est  déterminé  lorsque  l'on 
connait  sa  mesure  par  rapport  à  un  vecteur-directeur  porte  par 
son  axe  ou  par  un  axe  parallèle. 

Le  sens  positif  sur  cet  axe  est  défmi  par  le  vecteur-directeur 
dont  la  mesure  est  donc  (+1).  La  mesure  du  vecteur  par  rapport 
au  vecteur-directeur  de  l'axe  sera  appelée  dorénavant  le  tenseur 

du  vecteur. 

Un  vecteur  quelconque  est  le  produit  du  vecteur-directeur  par 

le  tenseur  du  vecteur. 

Si  nous  désignons  un  vecteur-directeur  par  u,  et  le  tenseur  dun 
vecteur  ÂB  porté  par  un  axe  parallèle,  par  AB,  on  aura  donc  : 
AB  =  ^.AB  ou  AB.«. 

Nous  conviendrons  de  prendre  sur  tous  les  axes  des  vecteurs- 
directeurs  égaux.  _ 

La  mesure  du  vecteur  pr.,.  AB  par  rapport  au  vecteur-directeur_j:: 
est  représentée  par  le  symbole  pr.,.AB;  c'est  le  tenseur  de  pr.AB. 

On  a  donc  pr.AB  =  J'  pr,.AB. 

Il  s'agit  maintenant  de  déterminer  le  vecteur-directeur  n. 

356  \iiffles.  -  Alors  que  sur  un  axe  il  n'y  a  que  deux  sens 
de  parcours  dans  un  plan  il  y  a  une  infinité  de  directions.  Chacune 
d'elles  est  caractérisée  par  un  axe  u.  Cet  axe  n  est  détermine  par 
rapport  à  un  axe  de  repère  que  nous  désignerons  par  /•..  gruce  a 
l'angle  {ru). 

L'angle  {m)  est  lui-même  déterminé  par  sa  mesure  : 

Çu  =  0  +  2hT..  (-  t:  <  e  ^  -f  t:). 

C'est  un  nombre  circulaire  dont  la  valeur  principale  e  est  un 
nombre  qualifié. 

I  e  sens  positif  choisi  pour  les  angles  est  le  sens  inverse  du  sens 
de  rotation  des  aiguilles  d'une  montre;  Tangle- directeur  est  le 
rwl-iant,  c'est-à-dire  un  angle  qui  intercepte  sur  une  circonférence 
quelconque  dont  le  centre  est  au  point  de  rencontre  des  axes  ;•  et  «, 
un  arc  dont  la  longueur  est  égale  à  celle  du  rayon. 

357.  Remarque.  -_Soient  u,,  u,,  ...  n„  les  axes  portant  les  vec-" 

teurs  AjBi,  A.B..  ...  A„B„;  

K  l'axe  portant  leur  somme  géométrique  0M„. 
On  aura,  en  vertu  des  notations  ci-dessus  : 

T(.OU„  =  ë^i.AjBi  -\-  7^o.A,B,  -H  ...  +  ^',,-VA,. 
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358.  i\ombres  trig-oiioiiiéU*iqiie$ii.  Théorème.  —  Si  l'on 
2wojette  un  vecteur  u.AB  sut'  idi  axe  quelconque  r  et  sur  un 

axe  p  tel  que  rp  =  +  ^'  les  rapports 

PiyAB  pr,.AB 

AB         ^^        AB 
so)it  indêpeudants  de  AB. 

359.  Définitions.  —  Les  rapports  en  question  s'appellent  respec- 
tivement cosinus  et  sinus  de  l'angle  {^ru). 

/X  /\ 

On  les  représente  par  les  symboles   cos/'u  et  sinrit. 

360.  On  a  d'après  cela  : 

pr,.AB  =  AB.cosrit 

/\ 

pr^jAB  =  AB.siny'?/. 

?i  =  r  cosru  -\-  p  ^inru. 
_  _  ./\       _  /\ 

et  i^.AB  =  /'.AB.cos>'«  +  7>-AB.sinr?^ 

sin7'^^ 

361.  Le  nombre  7;^  s'appelle  tangente  de  l'angle  {ru)  et  se 

cosr2^ 
représente  par  le  symbole  tgr/r. 

362.  rsous  supposerons  établies  et  connues  toutes  les  propriétés 
des  nombres  trigonométriques  (1). 

363.  Théorème.  —  Entre  les  mesures  des  angles  déterminés 
p)ar  trois  axes  coplanaires  u,  Uj  et  u,  existe  la  relation  : 

y\  /x  x\ 

uui  +  ?/i«o  H-  U2ÎC  ^  0    pu.  2-) 

X^N  /\  /X 

o?f  encore  ii^u.^  =  ?n^.,  —  ««1. 

364.  Définitions.  —  On  appelle  longueur  d'un  vecteur  la  valeur 
absolue  de  son  tenseur. 

L'angle  ru   que  fait  l'axe  du  vecteur  avec   l'axe  de   repère  r 
s'appelle  Vazinud  du  vecteur. 

365.  Problème.  —  Calculer  la  longueur,  le  tenseur  et  l'azimut 
d'une  somme  géométrique  de  deux  vecteurs. 

Soient  u^.^y  et  ^^^.p,    les  deux  vecteurs; 

/\  /x 

rux  =  81     ruo  =  On     leurs  azimuts. 


(1)  Voir  E.  DuMONT,  Cours  de  Trigvnométrie  rectiUgne  et.  sphérique,  (Bruxelles,  1907).  — 
C.  BouRi.ET,  Leçons  de  Trigonométrie  rectiligne,  (Paris,  Armand  Colin,  1898). 


120  NOMBRES  COMPLEXES. 

/\ 

Soit  ii.z  leur  somme  géométrique,  d'azimut  i-u  =  6. 
On  a  :  «.p  =  u^.pi  +  Uo.pz 

Projetons  sur  un  axe  /;  tel  que  uv  "=■  -\-  ■^• 

Xx  /\  /X 

p  C0S7W  =  pi  cos?^!*;  +  P2  cosît^v  =  0. 

sin(0  —  ep    _  £2 
^"  sinise  — e)"    p, 

9    4-0 
OU  encore  tg  1  0 ^— :;^ — - 


P2    +    Pi 

Cette  formule  permet  de  calculer  6  =  7m. 


(1). 


D'autre  part,  sachant  que  le  carré  d'une  résultante  de  deux 
vecteurs  est  égal  à  la  somme  des  carrés  des  composantes  et  de 
leur  double  produit  géométrique,  on  a  : 

—      —  ^"x 

p-  —  Pi  +  pi  +  2pip2  2h'U2  =  pi  +  p'  +  2p,p2  C0S?<i?/2 


d'où  IpI  =  Vpf  +  pi  +  2pip2  cos(eo  —  Oi)    _        (2). 

Ce  qui  donne  la  longueur  de  la  somme  géométrique  n.p. 
Enfin,  si  l'on  projette  îc.p  sur  îii  et  sur  7(0,  on  obtient  : 
p  cos  (6  —  Oi)  =  pi  +  p2  cos  (60  —  Bi) 
p  cos  (8  —  80)  =  pi  cos  (Bo  —  Bi)  +  po 
d'où,  en  additionnant  membre  à  membre  : 

2p  cos  (e  -  ^)  cos  ^-^  ^  2  (p,  +  p.,)  cos^'  ^-^ 

cos  ^— ^ — ■ 

ou  f  =  (f .  +  ?.)     .     ^;  +  e.^  (3) 

cos    f)  —  ^^ — ■ 


2 
formule  qui  permet  de  calculer  p  par  logarithmes. 

CHAPITRE  II 
Nombres  complexes. 

366.  Définition.  —  Considérons  deux  vecteurs  quelconques  MN 
et  OK  d'un  plan. 

Le  premier  sera  déterminé  par  rapport  au  second  lorsque  son 
équipollent  OA  =  MN  sera  déterminé  par  rapport  à  OR,  en  vertu 
de  ce  que  nous  avons  dit  au  sujet  des  vecteurs  équipollents.  Soient 
ît  et  T-  les  axes  portant  OA  et  OR. 
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Nous  appellerons  mesiire  de  OXjm?"  rappoii  à  OR,  ou  rapport 

— ■  .  —  ,  ÔT 

4e  OA  a  OR,  et  nous  représenterons  par  le  symbole  =^,tout  concept 

OR   

schématique  apte  à  déterminer  OA  quand  on  connaît  OR.  Un  tel 

concept  doit  indiquer  le  traitement  qu'il  faut  faire  subir  à  OR  pour 

obtenir  OA.  Lorsque  les  axes  u  et  r  coïncident,  la  mesure  de  OA 

par  rapport  à  OR  a  été  intitulée  nombre  qualifié  ou  monaire. 

Lorsque  ces  axes  ne  coïncident  pas,  ou  lorsque  cette  coïncidence 

n'est  qu'un  cas  fortuit,  la  mesure  de  OA  par  rapport  à  OR  sera 

intitulée  )iomhre  complexe  ou  binaire. 

Nous  allons  voir  comment  un  pareil  nombre  peut  être  déterminé. 

Pour  obtenir  OA  à  l'aide  de  OR,  on  peut  : 

—  04 

1°  Multiplier  OR  par  le  nombre  qualifié  ---,  ce  qui  donne  un 
OR 

vecteur  OB.  Si  l'on  pose 

ÔÂ  =  Ti.Ok  ÔR  =  r.OR, 

On  aura  (276)  :  ÔB  =  (r.OR)  ^  =  r.foR.^^  =  7'.0A. 

OR  \^        ORy 

2°  Faire  tourner  OB  autour  de  0  de  l'angle  (r?0>  ce  qui  donne  OA. 

Ô\ 

Le  nombre  complexe    z  =^=-     svnthétiee  ces  deux  opérations. 

OR       ^ 

0\        ,  -^- 

Soient      -^  =  a    et    ru  =-  2k-  +  H. 
OR 

Le  nombre  complexe  ;:  =  -^=r-  sera  représenté  par  le  symbole 

OR 

'*Aa-^"  +  ^  OU  par  le  symbole  plus  simple  Àa*^. 

Le  nombre  qualifié  À  s'appelle  le  tenseur  àe  z;  le  nombre  circu- 
laire 2^77  +  Q  s'appelle  son  argumeyit.  Le  nombre  qualifié  9  compris 
entre  —  t:  et  +  tz  s'appelle  la  xialeiir  principale  de  l'argument. 

La  forme  spéciale  adoptée  pour  le  symbole  ).a®  sera  justifiée  par 
la  suite. 

Le  qualificatif  complexe  provient  de  ce  qu'on  peut  dire  que  z  est 
aan  complexe  des  nombres  a  et  IUt.  -j-  6. 

Le  qualificatif  binaire  sera  justifié  plus  tard. 

Le  nombre  naturel  pv[  s'appelle  le  module  du  nombre  complexe  xr. 
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367.  Remarque.  —  Des  conventions  précédentes  relatives  au  sym- 
bole ^  résultent  les  conséquences  suivantes  : 

OR 

OR  r 

-   51  _(+i)„,_Z 


OB 
4°  Si  l'on  désigne  par 7/  un  axe  tel,  que  /-j/  ^  2Â'7:  +  ^>  et  par  i 

la  mesure  du  vecteur-directeur  77  par  rapport  au  vecteur-directeur  ;% 
on  a 

i=    J-=(+l)a\ 

Produit  «riiii  vecteur  par  un  nombre  complexe. 

368.  Le  vecteur  OA,  dont  la  mesure  par  rapport  au  vecteur  OR  est 
le  nombre  complexe  ^  ==  Xa^',  est  appelé  pi-rxhiit  du  vecteur  OR 
par  ce  nombre.  On  écrit 

OÂ  =  OR  X  \ci^. 

369.  Théorème.  — :  Tout  vecteur  peut  être  midfipUi'  par  un 
nombre  complexe  quelconque. 

Soit  un  vecteur  OM  et  le  nombre  complexe  -^=-  =  'ho}'*. 

OR 

Nous  savons  que,  multiplier  OM  par  ce  nombre,  c'est  appliquer 
à  OM  le  même  traitement  qui,  appliqué  à  OR,  donne  OA. 

Nous  pouvons  multiplier  OM  par  le  nombre  qualifié  À,  ce  qui 
donne  le  vecteur  ON  =  OM  x  a. 

Puis  nous  pouvons  faire  tourner  ON  de  l'angle  2/^-  +  9,  ce  qui 
donne  un  certain  vecteur  OP,  dont  la  mesure  par  rapport  à  OM 
est  le  nombre  Aa^.  Donc  OP  est  le  produit  de  OM  par  ce  nombre. 

370.  \  eeteur-étalon.  —  On  convient  une  fois  pour  toutes  de 
rapporter  tous  les  vecteurs  du  plan  au  vecteur-directeur  de  l'un 
des  axes,  /-  par  exemple,  pris  comme  axe  de  repère.  Ce  vecteur  7' 
prend  le  nom  de  vecteur-étalon  du  plan. 

371.  Sauf  pour  l'axe  p)  pour  lequel  4^  =  ï,  nous  représenterons 

r 

momentanéjûent  par  u  la  mesure  d'un  vecteur -directeur  u  par 
rapport  à  r. 
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On  a  donc  : 

;' 

u  =  ^=^  (+l)a«. 
/* 

pr,. //  =  cosf)       i^VpU  =  sinQ. 
Si  u'  est  un  axe  tel,  que     rit'  =  2k-  +  0  ±  -,     on  aura  aussi 

372.  Ensemble  linéaire  de  nombres  eomplexes.  — 

D'après  les  définitions  qui  précèdent,  tout  vecteur  du  plan  considéré 
est  représenté  par  un  nombre  complexe.  L'ensemble  des  nombres 
complexes  de  même  argument  sera  intitulé  ensenthJc  Jinéoirc  de 
nombres  co?)i2)lexes.  L'ensemble  linéaire  dont  l'argument  est 
2A'-  =  0  est  appelé  ensemble  des  no)nbres  réels,  ou  erisemblc 

réel.  L'ensemble  linéaire  dont  l'argument  est  2k-  +  ^'  est  appelé 

oisemble  des  imaginaires  purs.  Chaque  ensemble  possède  une 
imité  qui  est  le  nombre  (-j-  \)<x^  =  u.  Nous  verrons  par  la  suite 
que  tout  nombre  d'un  ensemble  linéaire  est  le  produit  de  l'unité  de 
cet  ensemble  et  d'un  nombre  qualifié  (le  tenseur).  Nous  désignerons 
les  ensembles  linéaires  d'unité  r,  u,  i,  par  les  symboles  Er,  E,,,  E,. 

Lorsque  l'argument  ne  joue  aucun  rôle  par  sa  valeur  propre,  nous 
désignerons  un  nombre  complexe  de  l'ensemble  E^,  par  le  s.vmbole 
uX,  A  étant  le  tenseur  du  nombre,  plutôt  que  par  la  notation  Xa*^. 

u  étant  l'unité  de  l'ensemble  linéaire  dont  l'argument  est  0.  nous 
représenterons  par  ii'  l'unité  de  l'ensemble  linéaire  dont  l'argument 
est  0  ±  -.  Ces  deux  arguments  sont  dits  opjjosés. 

373.  L'ensemble  des  ensembles  linéaires  s'appelle  :  ensemble  des 
nombres  complexes  relatifs  au  plan  considéré,  ou  plus  simple- 
ment :  ensemble  plnn. 

374.  \onibres  complexes  ég;au.x.  —  Deux  nombres  com- 
plexes sont  dits  égaux,  lorsqu'ils  sont  les  mesures  par  rapport  à  un 
même  vecteur,  de  deux  vecteurs  équipollents. 

Le  choix  du  sens  positif  sur  un  axe  étant  arbitraire,  deux  nombres 
complexes  égaux  auront  : 

1°  Ou  bien,  le  même  tenseur  et  des  arguments  congrus  (.mod.  2-); 

2°  Ou  bien,  des  tenseurs  symétriques  et  des  arguments  opposés. 
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On  ('crira  donc  : 

Aa"  ^  (—  A)a'^±'^      ou     ni  =  u'(—  ).)• 

375.  \oiiil>roM  coiiiplo\o»i  oppoKOK.  —  Denx  nombres  com- 
plexes sont  dits  ()j/j)(>S('.s.  loi'squ'ils  sont  les  mesures  par  rapport  à 
un  mrnie  vecteur,  de  deux  vecteurs  opposés. 

Ils  ont  : 

1"  Ou  bien,  le  même  tenseur  et  des  arguments  opposés  ; 

2"  Ou  bien,  des  tenseurs  symétriques  et  des  arguments  congrus. 

'/.a^    et    Aa'^i"  sont  donc  opposés,  ainsi  que   Aa'^   et   ( —  '/.)a**. 

376.  \oiiil>i*oH  eoiiiploxes  i*oiiju;s^iiôs.  —  Deux  nombres 
complexes  sont  dits  conjugués,  lorsqu'ils  sont  les  mesures  par  rap- 
port à  un  même  vecteur,  de  deux  vecteurs  symétriques  par  rapport 
à  l'axe  qui  porte  ce  vecteur. 

Ils  ont  : 

1**  Ou  bien,  le  même  tenseur  et  des  arguments  symétriques; 
2"  Ou  bien,  des  tenseurs  symétriques  et  des  arguments  supplémen- 
taires. 
Tels  sont  : 

Aa*^     et     \a-^     ainsi  que     \a^     et     ( — \)a~-^. 

311.  \oiiil>i*o  complexe  nul.  —  Pour  qu'un  vecteur  soit  nul 
il  faut  et  il  suffit  que  son  extrémité  coïncide  avec  son  origine,  c'est- 
à-dire  que  sa  longueur  soit  nulle,  ou  encore  que  le  tenseur  de  sa 
mesure  par  rapport  à  un  vecteur  quelconque  soit  nul. 

Un  nombre  complexe  dont  le  tenseur  est  nul  est  dit  )iul,  quel  que 
soit  l'argument. 

378.  bouillie  «le  nombres  eouiplexes.  —  Considérons  les 
nombres  complexes  ^^jai,  u oy..2,  ...tin'^n^  6t  un  vecteur  quelconque 
OR;  et  soient  OAj,  OAo.-.OAn  les  produits  de  OR  par  ces  nombres; 
soit  encore  OA  leur  somme  géométrique  : 

ÔÂ  =  ÔÂi  +  ÔÂo  4-  .••  +  ÔÂ„. 

Le  nombre   -=-  =  uol  s'appelle  somme  des  nombres  ?^a,  ...u„oLn. 
OR 

On  écrit  : 

îix  =  ^lai  -|-  UoOLo  + ...  -f  «„a„. 

Ce  nombre  ua  est  indépendant  de  OR.  En  effet  : 
Soient  OS  un  vecteur  autre  que  OR;  OBj,  OB2, ...  0B„  les  produits 
de  OS  par  les  nombres  considérés,  et  OB  leur  somme  géométrique. 
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=  Uo^^  etc.. 


On  aura 

: 

OB, 
OS 

OA, 
OR 

OBo 

os 

OAo 
OR 

Donc, 

OBi  +ÔB2  +... 

+  ÔB„ 

— 

ÔI, 

■ÔS+   ^^^-  ÔS+, 

,     0A„ 

OR  OR  OR 

D'où,  en  vertu  de  la  définition  qui  précède 


OS  =-  OB. 


OB 

OA,      1     OA,     1          1      0A„ 
OR            OR         '"         OR 

OS 

ou  encore 

ÔB 

OA,  +  OAo  +  •••  +  0A„         OA 

=    HT.. 

OS  OR  OR 

UJ.,  Hi^i,  u  0^.0...  Il  n'y.,,  étant  les  vecteurs  dont  xy.,  ?/ia,,  u^%.^...Un'y.n 
sont  les  mesures  par  rapport  à  l'étalon  /•  du  plan,  on  a  donc  aussi 

?;a  =  «la,  +  u.vx^_  +  •••  +  ?'„3C„. 

379.  Théorème,  —  La  somme  de  jjhisieurs  nombres  com^plexes 
est  indcpendante  de  l'ordre  des  nombres  composants. 

En  effet,  le  vecteur  ?<a  est  indépendant  de  l'ordre  dans  lequel 
on  considère  les  vecteurs  ^^ja,,  Uoy..., ...  u„ol„  ;  donc  uy.  est  indépendant 
de  l'ordre  dans  lequel  on  écrit  les  nombres  ^^ja,,  «oa2...i<„a„. 

380.  Théorème.  —  La  somme  de  phisieiws  nombres  complexes 
est  égale  à  ta  somme  des  nombres  obtenus  en  groujHint  arbi- 
trairement les  nombres  donnés. 

381.  Théorème.  —  La  somme  de  plusieurs  nombres  complexes 
de  même  argument  est  un  nombre  ayant  aussi  le  même 
argument,  et  dont  le  tenseur  est  la  somme  des  tenseurs  des 
nombres  composatits. 

Ainsi    a,afi  +  oL.a^  + ...  +  ol^cl-^  =,(a,  +  a,  +  ...  +  a„)a"    (348). 

382.  Corollaire.  —  La  somme  de  phisieurs  nombres  réels  est 
un  noïnbre  réel  dont  le  tenseur  est  la  somme  des  tenseurs 
des  nombres  proposés. 

383.  Problème.  —  Calculer  le  tenseur  et  l'argument  de  la 
somme  de  deux  nombres  complexes. 

Soit  la  somme    ^^ja,  +  u.,y.o  =  uy.. 

Soient    f),,  H.  et  0  les  arguments. 

En  vertu  de  la  définition  d'une  somme  de  nombres  complexes,  et 
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en  vertu  des  formules  du  n°  365,  0  et  a  se  calculeront  à  l'aide  des 
formules  : 

0.  —  h, 
cos   -  ^ 

cos  ^e ^  j 

Le  module  peut  aussi  se  calculer  par  la  formule  : 


|a|  --=  \'aî  +  a;  +  2aia2COs(ei— y.  (3) 

384.  Remarque.  —  Le  tenseur  et  l'argument  d'ime  somme  [de 
plusieurs  nombres  se  calculeront  en  opérant  d'abord  sur  deux 
nombres,  puis  sur  leur  somme  et  un  3*^,  etc. 

385.  Théorème.  —  La  somme  de  deux  nombres  opjtosés  est 
mdie. 

Soit      i(x  =  ^^7-1  +  ?^( —  y-i)  =  KiXi  +  ^''iXi- 

En  vertu  du  théorème  (381)  :     a  =  ai  +  ( —  a^  =  0. 

Ou  bien  encore  :     [aj  =  \  2af  +  2af  cost:  =  0. 

On  peut  aussi  raisonner  sur  les  vecteurs  : 

ÂB  ,         ,        BÂ 

UiOi.1  =-=^         t(i( —  a,)  =-^^ 

OR  _       OR 

donc,  îiicti  +  ?^( —  7.1)  =  — = =  0. 

OR 

DîlIcroïK'o  <lo  cIcMiv  iioiiiliros  eoiiiploxe». 

386.  Théorème.  —  Deux  nombres  complexes  étant  donnés 
dans  un  certain  ordre,  il  en  existe  un  troisième  et  nn  seul 
tel,  que  la  somme  de  ce  nombre  et  du  deuxième  est  égale  au 
2iremie)\ 

Soient     u^y.^     et    u.^y.2    les  nombres  proposés. 

Le  nombre  ^^373  =  u^y-^  -|-  ?^,( —  aj)  répond  à  la  ({uestion  ;  en 
effet  : 

UlV-l    +   ^<2( «2)    +    ''2*2    =    ^'l»!    +    ?<2( «2   +   ^^ê    =   Ui^-i. 

Ce  nombre  est  le  seul  qui  jouisse  de  cette  propriété  : 

Car,  si  u^y^  +  71^7.^  =  u^ol^, 

on  aura  :     u^y^  +  u^y^  +  f'i{—  ^z)  =  u^y^  +  h„{ —  x,)  =  u-^y^ 
ou  K^y^  =  UzOL-i. 

387.  Définition.  —  Le  nombre  u^y^  s'appelle  difflh-cnce  des 
nombres  u^y^  et  u.^y.^. 
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On  le  représente  par  le  sjinbole    v^jai  —  iiox^. 

On  a  donc  l'identité     u^x-^  +  ii^_{ —  a.,)  =  u-^t.-^  —  u-^olo. 

Et,  puisque    ?<,( —  ^2)  ==  ^l'-i'y-i,    on  a  aussi  l'identité  : 

388.  Dans  un  même  ensemble  E» 

liy.^  —  ?<x,  =  Uy.^  +  u{ —  Xj)  =  u{y.^  —  a^). 

389.  On  appelle  polynô^nc  de  nombres  complexes  le  nombre 
résultant  d'une  succession  de  sommes  et  de  diflërences. 

Ainsi     uy.  =  (|[(«iai  —  «.x,)  +  ^^3^.3]  +  ''a|  —  ?^,a-)  —  ^^^a^ 
est  un  polynôme.  On  l'écrit  conventionnellement  : 

vy  =  ii^y^  —  u.yo  +  U^y^  +  u^Xi  —  U-^y.-^  —  u^y^^. 

390.  Théorème.  —  Un  iiolynôjne  de  nombres  complexes  est 
îuie  somme  de  nomb/'es  complexes,  et  est  indépendant  de  l'ordi'c 
de  ses  termes. 

En  effet,  u^y-^  —  «ox,  =  11  ly.^  +  u..  ( —  x,) 

d'où  iiy  =  ii^y^  —  u.^..  +  u.^y.^  +  'iU^-i  —  ^^s^ts  —  «o^^e 

=  v^y^  +  u.{—  ao)  +  ?^3a3  +  ii^y^  +  U-{—  7.5)  +  U^{—  y^). 
Cette  somme  est  indépendante  de  l'ordre  de  ses  termes. 
On  peut,  d'autre  part,  écrire  : 
iiy-  =  ^^î'-i  +  ^'3^-3  +  "4î«4  +  ^'li—  y-i>  +  ^'5(—  ^-5)  +  ?'6(—  ^à 

=  {>',y.^  +  7^37.3  +  U^y^)  —  {lUy.,  +  U^-  +  n^y^). 
En  efiet, 

ny  +  (?^oX2  +  i(-,y.-,  +  ^^cste)  =  ^(y-  +  ?'-^3Co  +  ^^57.3  +  u^y^ 

+    ?'«(—   y-ù   +   ^'oî'-G, 

0L1  v^7.  +  {u,y,_  +  ^r-a-  +  U^y^)  =  t^jX^  +  7^373  +  U^y^. 

391.  Donc,  ?<>î  polynôme  de  nombres  compjlexes  est  la  diffé- 
rence entre  la  somme  des  termes  additifs  et  la  somme  des 
termes  soustr actifs. 

392.  Remarque.  —  Une  différence  et  en  général  un  polynôme  de 
nombres  réels  est  un  nombre  réel. 

393.  Théorème.  —  Une  somme  de  jjhfsieurs  /jolynômes  de 
nombres  cojjiplexes  est  un  poly)iôme  obtenu  en  éo'itant  succès- 
sivemeid  choque  nombre,  précédé  du  même  signe  ojiérafoire 
que  dans  le  polynôme  ou  il  figure. 

La  difféi-ence  de  deifx  polynômes  est  tin  polynôme  obtenu 
eu  écrivant  successivement  chaque  terme,  p)récédé  du  même 
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signe  opératoire  s'il  provient  du  pjremier  j)olynôme,  du  signe 
contraire  s'il  2^rovient  dit  second. 

Ces  propriétés  s'établissent  aisément. 

PiMMiiiii  €lo  flciix  iionibroN  «'oiiiploxoM. 

394.  Théorème.  —  Lejwoduit  d'un  ceclcur  par  nn  nombre  com- 
jjlexe  csl  un  cccteiw  ayant  pour  azimid  la  somme  de  l'azimut 
du  vecteur  et  de  l'argument  du  nombre,  et  pjour  tenseur  le 
p)-odi(if  du  tenseur  du  vecteur  donné  par  le  tenseur  du  nombre 
complexe. 

Soient  un  vecteur  ÔÂ  =  ?7i  X  OA  et  un  nombre  complexe  Aa^. 

On  sait  que  le  produit  OA  X  ).a'^  est  un  vecteur  OB  ==  lu  X  OB 
tel,  que 

OB  =  OA  X  ).    et    u^u.  EEE  e.  (1) 

Donc,  si  Oi  =  ru^  et  Go  ^  ^'"2  sont  les  azimuts  des  vecteurs  OA  et 

OB,  on  aura  : 

/\         /~N         /\ 

ou  82  =  61  +  e.  (2) 

Le  théorème  est  donc  démontré  par  les  relations  (1)  et  (2). 

395.  Remarque.  —  Tout  vecteur  «p  tel  que  m  =  0  est  le  produit 
de  l'étalon  r  par  le  nombre  complexe  ^a.^  qui  est  sa  mesure  par 
rapport  à  r. 

396.  Définition.  —  Considérons  deux  nombres  complexes  aja'^»  et 

_  /x 

a..;ypJ^'-,  et  soit  un  vecteur  quelconque  OA  =  uz,      {ru  =  0). 

Soient  les  produits:     

ÔB  =  OA  X  aia*^» 

et  ÔC  =  ÔB  X  aoaO^ 

Le  nombre  -=-  est  indépendant  du  vecteur  OA  choisi  arbitraire- 

i  OA 

ment. 

On  a  en  ellét  (394)  : 

_  _  /\ 

OB  -=  uz  X  a^a^'  =  l'i-^v-i         ''Ui^=  ^  +  ^i 

ÔC  =  ??2.paia,  fil.  EE  rii,  +  ^e  =  ^  +  ^i  +  60. 

Donc,  i)uis(iue  le  tenseur  de  OC  est  le  produit  p  x  aja.,  et  que  son 
azimut  est  la  somme  0  +  (9i  +  Oo),  ce  vecteur  est  le  produit  du 
vecteur  OA  i)ar  le  nombre  complexe  aix^a^'  +  ^-  (394). 

ÔC 

Par  conséquent,  -:=-  ==  aia^ci^'  +  ^'-. 

OA 
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Ce  nombre  est  appelé  'prodidt  de  aia^«  par  aoa^^ .  On  le  représente 
par  le  symbole  aia^'  X  'x^cJ^'- . 

397.  Le  prodidt  de  deux  no7nbres  complexes  est  donc  tin 
nombre  coinplexe  dont  le  tenseur  est  égal  au  produit  des 
te7iseurs,  et  l'argumeyit,  égal  à  la  somme  des  arguments  des 
deux  nombres. 

398.  Théorème.  —  Le  prodidt  de  deux  nombres  complexes 
est  indépendant  de  l'ordre  des  facteurs. 

399.  Théorème.  —  Tout  nombre  complexe  est  le  prroduit  du 
nombre  réel  qid  a  le  même  tenseur,  pa.)'  l'unité  de  l'ensemble 
linéaire  auquel  appartient  le  nombre. 

Ainsi  wy.  =  ra  X  u. 

En  effet  :     wj.  =  aa*^  va.  =  aa**  u  =  (-l-l)a'^. 

Donc,  /'a  X  u  =-  [a.(+l)]  ci"+o  =  aa«. 

400.  Théorème.  —  Tout  nombre  complexe  est  le  piroduit  de 
lui-même  par  l'unité  réelle  yositive. 

Ainsi  un.  =  uol  X  r. 

En  effet  :  aa«  X  (+  l)a'>  =  y.a^. 

401.  Remarque.  —  Tout  nombre  complexe  étant  le  produit  de  lui- 
même  par  /■,  et  tout  nombre  aa'^  étant  le  produit  de  r-y.  par  (+  l)a^, 
nous  conviendrons  de  ne  plus  écrire  l'indire  /•  devant  les  nombres 
réels,  qui  seront  donc  réprésentés  comme  de  simples  nombres 
qualifiés  ;  nous  supprimerons  également  le  tenseur  lorsque  celui-ci 
vaut  -h  1,  et  au  lieu  de  (-j-  l)a'^,  nous  écrirons  a*^*;  au  lieu  de  ( —  l)a'^ 
nous  écrirons  —  a^.  Par  suite  de  ces  conventions,  nous  pourrons 
dire  qu'un  nombre  complexe  aV*  est  le  produit  du  nombre  qualifié  a 
et  du  nombre  complexe  a^  que  l'on  a.i^'gelle  verseu/'  du  nombre  aa^. 

Nous  rappelant  maintenant  ce  qui  a  été  dit  du  produit  d'un 
vecteur  par  un  nombre  complexe,  nous  pourrrons  énoncer  les 
conclusions  suivantes  : 

1°  Multiplier  un  vecteur  par  un  verseur  a^*  c'est  faire  tourner 
ce  vecteur  de  l'angle  H. 

2°  Pour  multiplier  un  vecteur  par  un  nombre  complexe  on  peut 
le  multiplier  d'abord  par  le  verseur,  et  multiplier  le  vecteur  ainsi 
obtenu,  par  le  tenseur  du  nombre. 

402.  Un  nombre  complexe  est  le  produit  de  son  tenseur 
et  de  son  verseur,  pris  dans  un   oi'dre  arbitrai?'e. 
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403.  l*i*4Hliii<    «le    |>liiNi«'iii*H  facitMirn   «*oiiiplexcN.  — 

On  l'iilcnd  i)ar  là  le  noinbi'c  complexe  (lui  ivsulto  d'une  succession 
de  produits  effectués  dans  l'ordre  indiqué  par  les  facteurs  : 

%1'x  -=  ![('"iai  X  vr,a.,)  X   ^^r/.^  X  U^'3.i\  X  v/,.a5... 

On  écrit  :  ?<a  =  u^^y.] .  v/^^x, .  n-fCt.^ .  ic^x^ .  îi^oLr,.. . 

404.  On  voit  aisément  que  si  l'on  met  les  facteurs  sous  la 
forme  aja*^',   a^a^'^... 

on  a  i(y.  =  ajx.. . . .  a„  a"'  +  ''^  +  -  +  "» . 

De  là  résulte  que  : 

U)t  pi-odiiif  (le  plusiews  fdcteiirs  complexes  est  indéjjetidanf 
de  l'ordre  des  facteurs. 

405.  Remarque.  —  On  a,  par  le  fait  : 

?^iai  X  iio%.i  =  UiOi.iU.yOL.2  =  UiiioT-iCL^  =  u^iii'Xi'^i  =  UMi'Xi'y.z 
=  iLiOLzlhpLi  =  U.2a.iUxa.2,. 

406.  Théorème. —  Un  p)roduit  de  facteurs  réels  et  imaginaires 
purs,  est  }-éel  si  le  noynhre  d'imaginaires  piu-s  est  pair;  il 
est  imaginaire  ]ju)\  si  ce  nojnbre  est  impair. 

En  effet,  les  arguments  des  nombres  réels  sont  nuls  ;  ceux  des 

nombres  imaginaires  purs  sont  congrus  à  ^'-   S'il  y  a  2n  facteurs 

imaginaires  purs,  l'argument  du  produit  sera  2n  ^  =  n~  =  0  ou  tt  ; 

si  n  est  pair,  on  a  un  nombre  réel  ;  si  n  est  impair,  également,  car 
les  nombres  dont  l'argument  est  r.  sont  de  la  forme  r'%  =  )'  ( —  a). 

S'il  y  a  2n  +  1  facteurs  imaginaires  purs,  l'argument  du  produit 

sera  congru  à  s  ^  ;  donc  le  produit  sera  imaginaire  pur. 

407.  Corollaire  I.  —  Un  produit  de  nombres  réels  est  un  nombre 
réel. 

408.  Corollaire  II.  —  Le  produit  de  deux  imaginaires  purs  est 
un  nombre  réel. 

iai  X  iy.2  ^  î'-ici'   X   a.^a-  -■=  dici^a^  =  r'^y-iOio)  =  )' ( —  a, a..). 

409.  Théorème.  —  Le  pi'oduit  d'une  somme  de  deux  nombres 
comjilexes  jKir  an  nombre  complexe  est  égal  à  la  somme  des 
piroduits  de  cliaciin  des  nomh)-es  co^nposants  p)ar  ce  nombre. 

Ainsi     (^ici"'  J-  aoa^^-)  X  a.a^  =  aia.a^'  +  O  -f-  aja.a*^-: +0^ 
En  effet,  soient     y.^a^^^  =  aia"i  4-  a^a'^^ 

a,a'^--  :-  aia.aOi  +  0  -f  aoa.a^^^  +  O  _  ^^a'^^  +  a,a«* . 
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On  a  : 

tg  (^e,  - -^^  J  =  ^^-^^  tg -^^ 


te    0,.  — 


^4  +  83^1  _  y-^y-  —  aia  ^„.  ^i4  —  %  _  g-,  —  ai  ^^  0,  — 


V 


'3 


•2        y         x,a  +  «i^  2  x,  -j-  ai    *=        ?■ 


Par  conséquent,  on  a  l'une  des  deux  hypothèses 
1"    6,.  —  0  E^  h,  (.mod.  27:) 

2°    e,  —  9  EE  9,  +  7:.        (cmod.  2-) 

e,  -  Bi 

cos  — ^ 
On  a  aussi  :    a^  =  (ai  +  a.,)  — 


cos  1  6, i— j- 

9.,  — G, 


cos 


a,  =  (aia  +  a.,a)  — -, .  , 

cosf  0,.-f|-ii4^^•■ 


Si  l'on  prend     0,.  ee  G.,  +  h,     on  aura     a,.  =  a,a 
•et,  par  suite  :     y.,.a'^'-  =  a.sa.a*^s  +  '^  =  y.sCi'^^  X  y.a'K 

Si  l'on  prend     G,.  =  G^  +  6  +  -,  on  aura  a,.  =  —  a,a, 
et,  par  conséquent  : 

a^.a"'-  =  (— a.a)  a'^^  +  '^  +  -  ^  y.,0L.a^s  +  ^  =  y.,a^^  X  acv^ 

Le  théorème  est  donc  démontré  dans  les  deux  hypothèses. 

410.  2'^  iiiotliocic. 

Soient  les  nombres  complexes  ;::i,  -::^2  et .:;  =  y.o.^\ 

On  aura  :  (^^i  -h  ^^2)  ^-  =  -^i-^  +  -^2-  '■ 

Soient  en  effet  OR  un  vecteur  quelconque  ;  OA  et  OB  jes  produits 
de  ce  vecteur  par  les  nombres  Zi  et  Zo  ;  soit  enfin  OC  =  OA  +  OB, 

On  aura  : 

ÔC    __ 

Multiphons  ÔA,  ÔB  et  ÔC  par  z  =  y.a'K  Nous  savons  que  ces 
produits  s'obtiennent  en  multipliant  d'abord  chacun  de  ces  vecteurs 
par  le  nombre  a,  ce  qui  donne  les  vecteurs  OAi,  OBi  et  OCf,  puis,  en 

E.  DuMoxT.  Arithmétiqve  Générale.  10 
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faisant  tournoi-  ces  derniers  de  l'angle  0  autour  du  point  0,  ce  qui 
donne  les  vecteurs  OAo,  OBo  et  OC,. 

Or,  le  quadrilatère  OAiCiBi  est  homothétiquc  du  parallélogramme 
OACB.  

Donc,  ÔC,  -  ÔÂ,  +  OBi. 

De  plus,  le  (piadrilatèrc  OAoC.jBo  n'est  autre  que  OAiCiBi  après  une 
rotation  d'amplitude  0  autour  du  point  0.  Donc, 

ÔC,  =  ÔÂ2 .4-  ÔB2 

Il  en  résulte  

ÔCo  _   OAo         OB.3 

OR    ~    Ôïï  OR 

ou  (.u  +  ^-ô  -  =  -1-  +  -•2^^-  C.  Q.  F.  D. 

441.  Corollaire  I.  —  Le  produit  d'une  somme  de  plusieurs  nombres 
complexes  par  un  nombre  complexe  est  égal  à  la  somme  des  produitsr 
de  chacun  des  nombres  composants,  par  le  nombre  considéré. 

Le  produit  d'un  polynôme  par  un  nombre  complexe  est  le 
polynôme  obtenu  en  remplaçant  chaque  terme  par  son  produit. 

412.  Corollaire  II.  —  Le  produit  d'un  nombre  complexe  par  une 
somme  de  nombres  complexes  est  égal  etc..  (car  on  peut  intervertir 
l'ordre  des  deux  facteurs). 

413.  Corollaire  III.  —  Le  produit  de  deux  ou  plusieurs  sommes  de 
nombres  complexes  est  égal  etc.. 

414.  Corollaire  IV.  —  Le  produit  de  deux  ou  plusieurs  polynômes 
de  nombres  complexes  est  égal  etc..  (car  chaque  polynôme  est  une 
somme). 

415.  Définition.  —  Deux  nombres  complexes  ^=^  et  -^==-  sont  dits 

,.        ,     1-     ,  OB         OA 

fit  Vf/ -SCS  1  un  do  1  autre. 

416.  Théorème.  —  Deux  noinhres  cojnpiexes  hiverses  ont  des- 
ienseuis  hiterses  et  des  n,'g)itnerits  syntéli-iques. 

Soit  -2i-  =  Aa^^        ou        ÔI  =  ÔB  X  ).a". 

OB 

En  vertu  de  la  définition  d'un  'produit  de  nombres  complexes, 

on  aura  : 

-—       1 


OB. 


OA  X  r-a-f'  =  (OB  X  Aaf')Ja'-9  =  OB  (Àa^^  X  } a'^) 

ÔB         1        „ 
Donc  -^=-  =  ^a-o.  C.  Q.  F.  D. 

OA        A 

417.  Corollaire.  —  Le  produit  de  deux  nombres  inverses  est  +  1, 
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Quotient  de  deux  nombres^  complexes. 

418.  Théorème.  —  Deux  nombres  complexes  étant  7mngés 
(hiiis  uii  cerldtn  ordre  il  existe  un  nombre  coynplexe  et  un 
seul  tel,  que  le  produit  de  ce  nombre  et  du  second  nombre 
dormi'  est  égal  au  pn'emier. 

Soient  les  nombres    aia^»     et    a2a^*-= . 

Il  existe  un  nombre  et  un  seul  ag,  quotient  exact  des  nombres  ai 

et  a.,,  noté  a.  =  — ,  et  tel,  que  n.^  =  ao.ag. 
a.2 

Il  existe  également  un  nombre  circulaire  et  un  seul,  2/.'-  +  ^s, 
diflérence  des  nombres  2/,'-  +  G,  et  IUt.  +  0.,,  noté  21i~  h  ^i  —  ^2, 
et  tel,  que  Bj  ezs  Oo  +  83 

Le  nombre  complexe    ' 

a.T 
répond  donc  seul  à  la  question. 

419.  Définition.  —  Ce  nombre  s'appelle  quotient  ou  rapport  des 
nombres  aja^''  et  a^a"-^.  On  écrit  : 


7.0  a._,a'^^ 

420.  Théorème.  —  Le  )-apj)ort  de  deux  vectews  est  égal  au 
quotient  de  leurs  mesuj-es  jjar  rajJport  à  un  troisième  vecteur 
quelconque  de  leur  plan. 

Soit  les  rapports 

ÔB   ~  ^'  ÛR        ""         Ôïî 

On  a  :  Ol  =  ÔB.c         et        l)B  =  ÔR.^, 

D'où  ÔA 

OR 

Donc,  Z..Z  =  z,        et        z  = '^  =  -^^^ 

->         OB 

421.  Théorème.  —  Le  quot'ient  de  deux  nombres  complexes  est 
égal  ail  jjroduit  du  X)re7nie)' par  l'inverse  du  second. 

On  a  en  effet 

aoa'^a         a.,  a.. 

422.  Théorème.  —  L'inverse  d'un  nombre  coynpÂexe  esl  égal  au 
quotient  de  1  et  de  ce  nombre. 


OR  X  ZoZ 

et 

OA 

OR 

=  z.         et 

^  = 

-^1  
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En  effet:       1. -»='„»-»  ^  Lbi)^"  =    1 
a  a  aa"  aa" 

423.  Théorème.  —  Le  (iiiot'wnl  de  deux  nombres  réels  cm  de 
deux  wffi(/ij'('ii'es  pu)'s  est  un  nombre  o^éel.  Le  quotient  d'un 
nombre  réel  et  d'un  nombre  imrifj'ninire  pur  est  un  nombre 
undo'ninire  pur. 

En  effet 


rai  __ 

aja" 

__ 

=^a'>  =  r^ 

ra.3 

a^a" 

a.,                  ttg 

iai 

ai  a" 

= 

a2                   aa 

ly-o 

aoa' 

ho 

ai     — 
—  a 
rj.o 

^ 

=  —  ^  a^  =  i 

^^2 

*2_ 

?a, 
ra. 

a« 

= 

ao 

424.  Théorème.  —  Le  quotient  de  deux  nombres  complexes 
est  égal  au  quotieid  des  jrroduHs  ou  des  quotients  de  ces  deux 
nombres  par  un  même  troisitnne  noml)re  C07nplexe. 


Ainsi 


i*^'  aja^i  .  asa*^' 


lOi  «./^6^       ri.n^3 


En  elïet,  la  seconde  fraction  vaut  : 

aia3aQ-  +  "^-  _  o^;     f,.-0.   _  h  ^6,-6.  ^,  ^-i'^"' 
a.iaija   -  +  ''^         a^a^  a.,  aoa"- 

425.  Remarque.  —  Les  propriétés  des  fractions  dont  les  termes 
sont  des  nombres  qualifiés  appartiennent  aux  fractions  dont  les 
termes  sont  complexes. 

426.  Remarque.  —  Tout  ce  qui  a  été  dit  des  nombres  naturels 
dans  la  tliéorie  générale  (n°^  25  à  48)  est  applicable  aux  nombres 
complexes;  il  suffit  de  remplacer  les  grandeurs  par  des  vecteurs. 

Nous  n'avons  développé  ci-dessus  que  les  points  essentiels, 
principalement  ceux  que  la  connaissance  des  propriétés  des  nombres 
naturels  et  qualifiés  a  permis  de  traiter  d'une  manière  plus  simple 
ou  plus  rapide. 

Le  fait  remarquable  qu'un  produit  de  nombres  entiers  est  indépen- 
dant de  l'ordre  des  facteurs,  a  joué  un  rôle  important  dans  ces 
simplifications,  ainsi  que  la  propriété  que  posst'dent  une  somme 
géométrique  de  vecteurs  et  une  somme  dirigée  de  grandeurs  portées 
par  une  même  figure  illimitée,  d'être  indépendantes  de  l'ordre  des 
grandeurs  composantes. 
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Puissance  ni'^""''  cl'^iin  nombre  complexe. 

427.  Définition.  —  On  appelle  puissance  m'*"™"  d'un  nombre 
comiJÏexe  ua,  le  produit  de  }ti  nombres  égaux  au  proposé.  On 
représente  ce  nombre  par  {uy)"K 

428.  Théorème.  —  La  puissance  m'^°*^  d'un  nombre  complexe 
est  un  nonihfc  compjlexe  dont  le  tenseur  est  la  puissance  m^^^^ 
du  tenseur  du  nombre  donné,  et  dont  l'argument  est  le  produit 
par  m  de  Varcjument  de  ce  nombre. 

Cela  résulte  de  la  formule  du  n°  404.  Il  suffit  de  faire 
ai  =  y.o  =^  ...=  a„,  =  a 

D'où  {uy)'"  =  (aa*^)'"  =  a'"a^^"'. 

429.  Théorème.  —  La  puissance  m'^'"*'  d'un  nombre  réel  est 
un  nondjre  réel. 

430.  Théorème.  —  La  puissance  m'^'"^  d'un  imaginaire  pur 
est  un  nombre  réel  ou  imaginaire  pu)-  suicanJ  que  m  est 
2X(i)'  ou  impair. 

En  efîet  :     (/a)"^  =-  VaaV     =  a"\a""'^ 

Si  m  est  pair  »?  '^  est  congru  à  0  ou  à  t:  suivant  que  m  est 
multiple  de  4  ou  non. 

Donc     («a)-"»  ==  >'a"^     et     (;a)^«  +  -  =  r'a"'  =  y"  (—  a'»). 

Si  w?  est  impair  et  de  la  forme  An  +  1,  m  ~  est  congru  à  ^  î 
donc  (ia)'"  ==  ^a"^ 

Si  »?  est  impair  et  de  la  forme  4n  +  3,  ))i  ~  est  congru  à  —  ^  > 
donc  (/a)"*  =  i'a'»  =  /  (—  a'")- 

431.  Corollaire.  —    /-  =  ;-  (—1)  =  r' ;    i^  =  i  (—1)  -  ^'; 

i^  =  i'i  =  /■:    i-'  =  i  ;    i''  =  i-  =  r' ;    i'  ==  i' ;    i^  =  r  etc.. 

432.  Remarque.  —  On  démontre  aisément  que  la  »?'"««  puissance 
d'un  produit  ou  d'un  quotient  de  nombres  complexes  jouit  des 
mêmes  propriétés  que  lorsqu'il  s'agit  de  nombres  ordinaires. 

433.  Raeiiie)^  m'^"''^»  cfiiii  noiiihre  complexe.  Théorème. 

—  Un  nombi'e  compjlexe  rpielconque  étaut  donné,  il  existe  m 
nombres  complexes  différents  dont  la  m'^"^^  pmissance  est 
égale  au  nombre  propiosé. 


e 

,      277 

&        ^2- 

-\ — ' 

% 

=  Ji-  _L  ^ZlL 

m 

m 

m       ~  tn 
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CV's  nombres  ont  toua  le  même  tenseur;  Iciu-s  arguments 
sont  en  jn-nfjress'ion  arithmétique. 

Soit  un  nombre  complexe  ?/a  =  aa^.  Nous  pouvons  supposer 
a  >  0;   car,  si  a  <  0,  wj.   -  a'  |a|  ,  l'argument  étant  alors  <t  ±  tt. 

Soit  donc  a  >  0;  0  étant  mis  pour  f)  +  2//-,  nous  supposerons 
—  TT  <  6  <  +-. 

Nous  savons  que  a  possède  une  racine  yy^*''"^  positive  et  une 
seule.  Soit  jB  cette  racine  :  i3'"  =  a. 

Nous  savons  aussi  qu'il  y  a  m  nombres  circulaires  différents 

notés  ((f)  +  2/^-))  -  -  ;  ce  sont  : 
^^  "  )n 

m 

Pour  tout  nombre  d,,,  on  a  en  effet  : 

mH„  ^  h  -\-  h27z  =  h. 

Donc,  les  m  nombres  différents  «/,(3  =  y  a  a""  '"  élevés  à  la 
puissance  »^"*»^'  reproduisent  chacun  le  nombre  aa^.  Il  n'y  a  pas 
■d'autres  nombres  jouissant  de  cette  même  propriété.  En  effet  : 

La  wî'^'"''  puissance  d'un  nombre  complexe  dont  l'argument  ne 
serait  pas  un  des  nombres  0;,  ne  saurait  être  aa^+'-'^~  si  la  ;;?'«»»* 
puissance  de  son  tenseur  est  a. 

Il  n'y  donc  qu'à  examiner  deux  cas  : 

1°  Si  m  est  impair,  les  nombres  ( — \oi]a      "* 

2°  Si  m  est  pair,  les  nombres  ( —  y^)  a^''. 

Je  dis  que  ces  nombres  sont  représentés  par  les  )n  nombres  v^.  a  '' 

l*'  On  a,  pour  )n  impair  : 

Or, 

6„±--±^-  —  +  ^—  ±--±71==  —  H (h  ±~± 


m  m  on       m  m       m 

6  27" 

V-  k  --       h  étant  entier,  car  m  est  impair. 

7)1  m 


Donc,  (-  v^)  a'''^»'  ^  V^ .  a'\ 
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2°  On  a  également  pour  ])i  pair  : 

or,  .    e„±.  =  l  +  A?^±.  =  1  +  2^6.  ±?^ 

= \-  k  —        k  étant  entier,  car  ni  est  pair. 

Dans  ce  cas  on  voit  donc  que  les  nombres  «^,3  sont  deux  à  deux 
opposés. 

Nous  pouvons  conclure  que  tous  les  nombres  dont  la  puissance 
^j,^iéme  Q^i  aa'^+-*'^  constituent  la  suite  des  m  nombres 

i      ^^h'^  +  ^Hr. 

a     a 
dont  les  arguments  sont  en  progression  arithmétique. 

434.  Définition.  —  Ces  nombres  sont  appelés  les  m  racines  nV-èmes 
du  nombre  complexe  uy.  =  aa^. 

6 

Le  nombre     v^.a™  s'appelle  la  racine  wï'^"*^  principale. 
(_  ^  <  9  <  +  t:). 

Les  nombres  a  '"  constituent  les  m  racines  m^^"^'^^  de  r  ou  +  1. 

435.  Donc,  les  m  racines  m'^™''*  d'un  noinbre  s'obtiennent  en 
Tïiulti'pliant  la  racine  m'™^*'  7>/7'ncij3«ie  de  ce  nombre  'par 
les  m  racines  m'^™«^  de  r  [ou  (4-  ])]. 

Nous  conviendrons  de  représenter  la  racine  m'^"^'^  principale  par 

»!  ,  m  I        (7 

\uy.     ou     va'^  • 

Les  m  racines  sont  donc  les  m  nombres     vwa.a  "^. 
e       9,t 

r~       ~         — 

ou     v^ .  a" .  a   '"  expression  dans  laquelle  a  >  0,   —  -  <  0  ^  +  7:, 
et  ;i  =  0,  1,  2,  ...  {m  —  1). 
Nous  représenterons  simultanément  les  7n  racines  m*'^'"^  d'un 

nombre  aa'^  + 2''- par  le  symbole     \(f.a^'^~^~. 

436.  Théorème.  —  Toid  nombre  réel  roc  a  une  seule  racine 
réelle  lorsque  m  est  impair,  quel  que  soit  le  signe  de  a.  Le 
tenseur  de  cette  racine  «  le  7nême  signe  que  a. 

En  effet,  0  =  0.  Donc 

^0  -  0,     fJi  =  —,     Ho  =  2  — ,  ...  S;,  =h—,  ...  e,„_i  =  {m  —  1)  — 

9ft,  n'est  congru  ni  à  0  ni  à  7:,  puisque  7n  est  impair  et  que  h  n'est 
pas  multiple  de  m.  Donc  la  seule  racine  réelle  sera  u^'^  =  r\/a. 


138  NOMBRES  COMPLEXES. 

437.  Théorème.  —  Toi(f  vornhre  i-éel  dont  le  i en f;enr  e fit  positif 
a  dcujr  /■ccincs  m"'''^'^^  r('elles  loi'sqne  m  est  pai)\  Leurs  tenseurs 
sont  syméti'iques. 

Une  itremiore  racine  réelle  est  yj^  ^  r*\/â. 

9- 

hh  =  h-~  n'est  pas  congru  à  0  i)Our  des  valeurs  de  h  qui  ne  sont 
pas  multiples  de  m.  Mais  pour  h  =--  —,  0/,  =  -. 

D'où  ?o,|3  =  r'va  =  y[ —  ya)  qui  est  une  seconde  racine  réelle, 
dont  le  tenseur  est  —  y  a. 
Aucune  autre  valeur  de  0/,  ne  peut  être  congrue  à  t.. 

438.  Théorème.  —  Les  nombres  réels  dont  le  tenseur  est  néga- 
tif n'onl  aucune  racine  m'''">^  réelle  lorsque  m  est  pair. 

En  efifet,  si  a  est  le  module  du  nombre,  ;'( —  a)  =  r'a  =  aa". 
Les  valeurs  de  Q,,  sont  donc 

9o  =  -,       6i  ==-+-,       Oo  =  -  +  2-... 
m  m        m  m  m 


e. 

-                 9- 

ni             ni 

e.-i 

=  -  +  {m  —  vh^ 
ni                        }jt 

Aucun  de  ces  nombres  n'est  congru  ni  à  0  ni  à  -  lorsque  m 
est  pair. 

439.  Remarque  I.   —  Les   racines   carrées  de  ;•'  ou  —  r  sont 

\]-\-  \.a     -     ,  c'est-à-dire  \  —  La'  =  z     et    \  +  La"  =  i'  =  —  /. 
La  racine  carrée  principale  de  r'  est  donc  i.  On  a  par  conséquent 
i  =  \  — T  =  \'^^    et     i'  =  —  V^'  =  —  \'^^ 

440.  Remarque  IL  —  Les  m  racines  m'''"^'^  d'un  nombre  réel  ra 
s'obstiennent  : 

1°  si  a  est  positif,  en  faisant  les  produits  des  m  racines  de  +  1  par 
la  racine  w^'-^''^^  principale  de  a. 

2*  si  a  est  négatif,  ra  =  /•'( —  a),  en  faisant  les  produits  des  m 
racines  m'^*^^  de  ;•'  =  —  1  par  la  racine  m^^"^^  principale  de  —  a. 

Nous  avons,  d'autre  part,  décidé  de  représenter  les  nombres  réels 
comme  de  simples  nombres  qualifiés,  et  les  nombres  positifs  comm& 
de  simples  nombres  naturels. 

On  écrira  d'après  cela  : 

P  Si  a  >  0  : 

ml —  7(1,'^        T"  m  fzr 
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2«  Si  a  <  0  : 

\  a  =  vbl-V— 1- 

441.  Remarque  III.  —  A  l'avenir  nous  supposerons  toujours  positif 
le  tenseur  d'un  nombre  complexe  aa°. 

442.  Théorème.  —  Le  prochùt  de  deux  racines  n'^™^^  de  deux 
nombres  complexes  est  une  des  racines  n'^''^^^  de  leur  produit , 
et  toute  racine  d}^"^^  du  produit  est  le  produit  de  deux  racines 
jjièmes  fj(y^  deux  nombres. 

Soient  les  nombres 

aa"'  +  -*'^  et  '^a''-^'''''  dont  le  produit  est  afla*^' +  '^=+"'^'^. 
Les  expressions  générales  des  racines  ;^''^«  ^ç.  ^gg  nombres  sont  : 

a'^a"        «  et     |3"a"        " 

Leur  produit  est  : 

1     e, +e,  ,  „  ,  ^^-zr.  ,  ,,_ 
(a|B)"  a    "  " 

Soit  —  TT    <    O3   =^   Oi   +  Oo  +  2^7T   ^   +  - 

d'où  13  ^  h±h  +  2£^ 

;i  ;*  n 

On  a  donc 


Vaa"'+^'"^  X  Vi^a^^  +  ^'^'^  =  V^a^^''^'"'^^  =  V  a?a'^'  +  ^^'^ 


=   V  aa  X  pa 

La  deuxième  partie  de  l'énoncé  se  vérifie  aisément  de  la  même 
manière. 

On  pourra  donc  dire  que  toute  valeur  du  premier  membre  des 
égalités  ci -dessus  est  une  des  valeurs  du  dernier  membre,  et 
réciproquement. 

443.  Remarque  L  —  On  n'a  pas  toujours  l'égalité  entre  les  valeurs 
principales. 
On  a  en  effet  : 

\  aa  .  ,3a  =  V^  VP  <»-  =\oLa  .\  l^a  "  a  » 

/?  étant  un  entier  déterminé  par  les  conditions  : 

2?.  <  ^  ^ 2^^ ' 
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OU 

_  o,_+ji,  _  1  e,j^     1 . 

2tz  2  ^  ^  ^  27:      ^  2 

444.  Remarque  H.  —  On  généralise  aisément  pour  un  produit  de 
l)lusioui's  facteurs. 

445.  Remarque  III.  —  Le  théorème  s'applique  à  un  quotient,  car 
celui-ci  se  ramène  à  un  produit  : 


U,+2kr. 


<xa  '  X  ~  a 


Il  surtira,  pour  les  valeurs  principales,  de  changer  Oo  en  —  H.,  dans 
les  conditions  qui  déterminent  q. 

446.  Remarque  IV.  —  Lorsqu'il  n'y  a  que  deux  facteurs,  q  vaut 
—  1,  Oou    I    1. 

447.  Théorème.  —  To7de  valeur  de  la  rachie  mn'^"*^  d'un 
nontbi'e  complexe  est  une  valeur  de  la  racine  n'^'"«  d'une  des 
racines  m'^'"''^  de  ce  noinh-e,  et  réciproquement. 

Soit  le  nombre     aa'^  +  -'"^     (—  tt  <  6  <  +  tt     et     a  >  0). 
On  a  : 


0 


/  0  i-  2«7r  mn      mn  mn 

aa  =^  a      a 


On  a  aussi 


6     .     ,      27t 


/ U-|-2«7t    __wi    ^  m    '         m 


i  aa  =  a    a 


et 


\/: 


a.      a 


o+2'"^  +  r£?+2fcr 


27l  2t:  277 

Toute  valeur  de  Ji  -^^^  est  une  des  valeurs   de  h  — -   +  Z  — ' 

7nn  mu  n 

(pour  z'  =  0)  et  toute  valeur  du  second  nombre  est  une  des  valeurs 
du  premier,  car  on  pourra  toujours  prendre 

7^2  =  ^1  +  w/i 

ou  ho  —  =■  hx \-h  — . 

"  mn  mn  n 

De  là  résulte  que  toute  racine  ^»«»*«  d'une  racine  jn'^'^^  est  aussi 
une  racine  m^^'^'^  d'une  des  racines  n^èmes^ 

L'égalité  a  lieu  entre  les  racines  principales,  car  - ,    ~  et sont 

^         ^  m   71       mn 

compris  entre  —  tt  et  4-  ti  si  ô  est  compris  entre  ces  limites, 

448.  Variable  complexe.  —  Un  nombre  complexe  est  dit 
va)'iable  lorsque  l'on  fait  varier  son  tenseur,  ou  son  argument,  ou 
les  deux;  on  l'appelle  variable  complexe. 
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Un  nombre  complexe  varie  d'une  manière  continue  lorsque  le 
vecteur  dont  il  est  la  mesure  varie  d'une  manière  continue,  ce  qui 
exige  que  le  tenseur  et  l'argument  du  nombre  varient  d'une  manière 
continue. 

On  appelle  limite  d'un  nombre  complexe  variable,  la  mesure  d'un 
vecteur,  limite  du  vecteur  représenté  par  la  variable.  C'est  un  nombre 
complexe  dont  le  tenseur  et  l'argument  sont  respectivement  les 
limites  du  tenseur  et  de  l'argument  de  la  variable. 

449.  Théorème.  —  Lorsqtte  l'on  fait  croître  sans  limite  le 
nombre  n,  le  nombre  des  racines  n'^™^^  ^'^^^  nombre  complexe 
croît  sans  lignite;  elles-mêmes  ont  pour  limites  toutes  les  unités 
des  différents  ensembles  linéaires. 

En  effet,  le  nombre  complexe  possède  n  racines  n''^"^^«,  et  par 
hypothèse,  ce  nombre  croit  sans  limite. 

Chaque  racine  a  pour  tenseur  \/a,  a  étant  le  tenseur  positif  du 
nombre. 

Or  ya  a  pour  limite  +  1  lorsque  n  croît  sans  limite.  Donc  les 
racines,  qui  sont  les  mesures  de  n  rayons  d'un  cercle  de  rayon  ya, 
voient  leur  nombre  croître  sans  limite,  en. même  temps  que  le  rayon 

0 

du  cercle  a  pour  limite  1.  La  racine  >#'™»«  principale  v^a"  a  pour 
limite  le  nombre  +  ;•  ou  (+  l)a"  ou  encore  +  1. 

Les  autres  rayons  sont  inclinés  chacun  sur  ses  deux  voisins,  d'un 

angle  —  qui  a  pour  limite  0. 

450.  Piiii^^aiiees  cl^iiicli<*e  eoiiiiiien$^ural>le.  Définition. 

—  Nous  w^^qWqtous puissance  générale  d'indice  —  d'un  nombre 

complexe  aa^  (a  >  0)  l'ensemble  des  puissances  7??»^»i«^'  des  n.  racines 
.^^imies  (jg  QQ  nombre.  Nous  représenterons  cet  ensemble  de  nombres 
par  la  notation 

On  a  donc,  en  vertu  de  cette  définition  : 


Cette  expression  possède  n  valeurs  différentes  si  n  et  m  sont 
premiers  entre  eux. 

451.  La  puissance  m^^»^  de  la  racine  n^^»''^  principale  s'appelle 


m 


puissance  principale  d 'indice 
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On  la  représentera  par  le  symbole  : 

(aa"  l^fc^:)"-:  a"  a"  . 

452.  Théorème.  —   Toule   raleu)'  (Je   la  puissance  générale 

m 
d'indice  —  d'nn  no7nbre  est  une  des  racines  n'^'"^''  de  la  m'^""^ 
n 

puissance  du  i(n}nb)-e,  ci  réciproquement. 
En  eflet  : 

V(aa"  +  2fc7r)"'  _  y  a'"  a'«^*  +  '-»'^  =  a"  a      «         ""'. 

Toute  valeur  de  km-—  est  une  des  valeurs  de  h  — '  et  toute- 
n  K 

valeur  de  /.'  — -    est  une  des  valeurs  de  {km  +  nh)  - ,    car    on 
n.  n 

pourra  toujours  trouver  pour  /.'i  une  valeur  telle,  que  k-^m  +  nh  =  ko 
puisque,  m  et  n  étant  premiers  entre  eux,  cette  relation  admet  au 
moins  une  solution  entière  en  /.'i  et  h. 

Cela  étant  on  peut  écrire  : 


453.  Remarque  I.  —  Cette  égalité  n'a  pas  lieu  pour  les  valeurs 
principales,  sauf  dans  des  cas  particuliers. 

En  effet  : 

(aa«  +  2*'^)"  =  a"  a    " 
et  {a.a^-^-'^^y  -=  a"^  a^O+e^-T^^ 

Il  se  peut  fort  bien  que  ;>?9  ne  soit  pas  compris  entre  —  t:  et  +  t:. 

Soit 

—  7T  —  mH             ^  t:  —  m% 
—  71  <  6i  =  m^  +  2g-  <:  +  77    ou     — <  q  ^  — ^ 


On  aura  alors 


-  —iq-K  +  ihi: 


\/(aa^+--''"^)'"  =  a"  a  » 
Or,  puisque  —  tz  <  0  <  +  7: 

on  aura  —  tu  <  -  ==  —^ ^—  ïS;ï  +  tt 

n       mn       mn 

e        Oi       2^7: 

et  m  -  =  — — 

n       n  n 


2qiz 


Donc,  y(aa«+2'"^)"^  =  [VaaO+'*'^]     x  a  " 
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q  étant  un  entier  déterminé  par  les  conditions  : 
mH       1  ^       mh    ,    1 


454.  Remarque  II.  —  Les  racines  n^^^^^^^oni  les  puissances  d'indice 


Si  q  est  multiple  de  n,  alors  seulement  les  deux  nombres  seront 
égaux. 

1 
n 

455.  Théorème.  —  Deux  puissances  principales  d'un  même 
nombre  complexe   sont   égales   si    les   exposants   sont  deux 
nombres  commensurables  égaux. 
Je  dis  que 

[y.a  j"  =  laa  )"p 

En  effet,  le  premier  nombre  est,  en  supposant  toujours 
—  -  <  e  <C  +  -, 


J/i  171    , 


Le  second  est  : 


a"  a" 


j_np    ^np  ^    g^n     <jn 


456.  Remarque  I.  —  Pour  évaluer  le  nombre  de  valeurs  d'une 

771  7}Z 

puissance  générale  d'indice  —  il  faut  toujours  réduire  d'abord  —  en 

fraction  irréductible.  Le  dénominateur  est  alors  le  nombre  de  valeurs 
différentes. 

457.  Remarque  II.  —  L'ensemble  des  puissances  d'indice  — ^  est 

m 

le  même  que  l'ensemble  des  puissances  d'iadice  — 

458.  I*iiis$^aii«*e$»  criiidifo  iiic*oiniiieiisiii*able. 

Définition.  —  Soit  a  un  nombre  incommensurable  positif,  limite 
commune  de  deux  suites  de  nombres  commensurables  l^  et  l... 

Considérons  le  nombre  complexe  aa  "^  +  -'»-  qi  ggg  puissances  l^^^"^ 
et  IJ^»"^. 

Les  puissances  principales  a^ia^^^ +  -'■■"  et  a'^a'^'* +  -'■""  ont  une  limite 
commune,  qui  est  le  nombre  y/-a'-^+-*",  et  que  l'on  appellera ^>«/6*- 

sance  V^^''^'^  principjale  du  nombre. 

on 

Les  puissances  générales  sont  au  nombre  de  ;?,  si  /^  =  —  et 

h  =  '"  +  ^ 

'  n 

Or  II  croit  sans  limite.  Donc  le  nombre  des  valeurs  des  puissances 
générales  croit  sans  limite.  Chaque  couple  de  valeurs  particulières 
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obtenu  poui'  nno  valeur  particulière  de  U  : 

possède  une  limite  commune  qui  est  :  y-^a'-^+^fii-'f'. 

Pour  chaque  valeur  de  //  ce  nombre  représente  un  vecteur  différent. 
Or  jamais  /i',À  ne  sera  un  nombre  entier;  donc  il  y  a  une  infinité  de 
valeurs  j)0ur  le  nombre  a'a'"  *  -*"'■,  que  l'on  appelle 7y///.s'.s^///c^  A'^"^*" 
(jv  liera  Je  et  que  l'on  représente  par  le  symbole 

((aaO  +  -'"^))''  =  jxV-"  +  -'"^'-  +  -''~ 

La  puissance  À''^'"*  principale  se  représente  par  le  symbole 
(y.a  "  +  -'■■-)'■  =  ^'-a'-^^  +  ^hr. 

459.  Théorème.  —  Toute  valeur  de  la  jjuissaifce  générale 
d'un  produit  est  une  des  valeurs  du  pi'odvit  des  puissances 
générales  des  facteurs  et  récij^roquement . 

En  effet,  le  théorème  apparaît  évidemment  si  l'on  considère  les 
formules  suivantes  : 

{(aa».  +  "^'^  X  ,3a"^  +  '^^''f  =  ((aî3a«i  +  «-^  +  -^^f  =  {n'^fa^-^^  +  '*^  +  ^^'^ 

On  écrit  donc  : 

((aa"i  X  .SaO.))>-  ^  ((aa«.f  {'^a^f. 

460.  Remarque.  —  Pour  les  puissances  principales,  si  l'on  pose 

—  -  <  ^3  =  fli  +  e.  +  2^77  <  +  -. 
On  aura  : 
(aa".  X  .3a"0'-  =  {y'^ci^^-^f  =  a\3>-a0.-.>-  =  a'-a"-^-  X  '^''^a^-''-  X  a^'^"^' 

=-  (aa«.)'-  (.3a*^0^-  ci''''''- 
q  étant  un  entier  déterminé  par  les  conditions  : 

_  e^ +_ee  _  1     ^  /  _  ^1  +  ^.  ,  1 

27:  2  2-  2 

Pour  un  produit  de  plusieurs  facteurs  : 

se     1         ^     se  ,  1 

~  2^  ~  2  <  '^  ^  ~  2;^  +  2' 

461.  Le  théorème  s'applique  à  un  quotient. 
Pour  les  puissances  principales  : 


y.a^^\''       (aa^^')''' 


13aV  (.3a00' 


,2? -A 


e,  —  e.     1       ^     e,  —  e.  ,  1 
-2Z-"  -  2  <  ^  < ^2^  +  2' 
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462.  Théorème.  —  Si  l'on  considèi^e  la  jmissance  générale 
d'indice  a.jji.  d'un  nombre  complexe,  torde  valeur  de  cette 
puissance  sera  une  des  valeurs  du  nombre  obtenu  en  prenant 
la  ]}}'  puissance  générale  de  la  \^  puissance  générale.  Mais  la 
réciprroque  n'a  pas  lieu. 

On  a  : 

tandis  que 

Donc,  on  doit  écrire  : 

463.  Pour  les  puissances  principales  : 

en  posant  —  t.  <  H^  =  hl  +  2q7z  <  +  -; 
et  {y.a^y-:'-  =  y/i'a^'-^. 

Or,       '  eijJL  =  H\x  +  2^-a. 

Donc, 

De  même 

On  ne  peut  donc  en  général  intervertir  l'ordre  des  exposants  a  et  u, 
ni  pour  les  puissances  principales,  ni  pour  les  puissances  générales. 

464.  Théorème.  —  Si  Von  considère  la  puissance  générale 
d'indice  Çk  +  a  -j-  v)  d'un  nombre  complexe,  toute  valeur  de 
cette  pniissance  est  une  des  valeurs  du  pt^oduii  des  puissances 
générales  d'indices  \,  ;ji  et  v;  mais  la  réciproque  n'a  pas  lieu. 

Ainsi 
et 

Toute  valeur  du  premier  nombre  est  une  des  valeurs  du  second, 
obtenue  en  prenant  k  =  h  =  1;  mais  toute  valeur  du  second  n'est 
pas  nécessairement  une  valeur  du  premier. 

465.  Remarque.  —  Pour  les  puissances  principales,  on  a  rigou- 
reusement : 

(aaO)>-  +  >-+'^  =  (aaO)''-  (aa^).-  {ya^^)'' . 


ex     1  ^ 

-2^-9<   ^' 

2-2 

eu     1 
— — ^  —  <  fj  • 

9-           ')          ^ 

^        2-2 
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466.   I*iii«»am'«»   cl^iiifli<'o    iiV^^^atif.  —  Nous   appellerons 

puissance   d'indice   —  a   l'inverse   de   la   puissance   d'indice   a,    et 

nous  écrirons 

1 


,o^2fc7t^^-/. 


l^^Q+2k^)\K 


^       ^  (aa")A 

toute  valeur  du  premier  membre  étant  une  valeur  du  second  et 
réciproquement. 

467.  Remarque  I,  —  Il  est  aisé  de  voir  que  les  puissances  d'indice 
négatif  jouissent  des  mêmes  propriétés  que  les  puissances  d'indice 
positif. 

468.  Remarque  II.  —  Le  verseur  a"+"-'"^  est  la  puissance  0"'"*^ 
principale  du  verseur  a^+^*'^  =  a\  unité  de  l'ensemble  linéaire  dont 
l'argument  est  un  radiant,  ce  qui  justifie  la  forme  donnée  au 
symbole  aa''  représentatif  d'un  nombre  complexe. 

Nous  avons  déjà  démontré  précédemment  que  ce  nombre  est  le 
produit  du  nombre  réel  ra.  par  le  nombre  complexe  a". 

On  a  vu  aussi  que    a*'  =  a-''"  ==  r  =  +  1- 

Nous  représenterons  donc    a^  +  -^''^  ou  a^  para. 

Nous  venons  d'ailleurs  de  voir  que,  à  quelques  modifications 
près,  le  nombre  a'^  se  conduit  comme  si  a  était  un  nombre  réel 
et  positif. 

469.  Remarque  III.  —  Le  nombre  aa'*  est  une  fonction  continue 
des  deux  variables  indépendantes  a  et  0. 

470.  Remarque  IV.  —  Si,  dans  les  relations  où  ne  figurent  que 
des  nombres  réels,  nous  supprimons  l'indice  factoriel  r,  nous 
constatons  que  nous  obtenons  toutes  relations  déjà  connues  entre 
nombres  qualifiés.  Et  réciproquement,  à  toute  relation  entre  nombres 
qualifiés  correspond  une  relation  analogue  entre  nombres  réels. 
C'est  pour  ce  motif  que  les  nombres  qualifiés  ont  reçu,  mais  à 
tort,  le  nom  de  nombres  réels.  Un  nombre  qualifié  n'est  pas  plus 
un  nombre  réel  qu'un  nombre  naturel  n'est  un  nombre  positif. 

D'autre  part  le  lecteur  aura  pu  constater  que  rien  ne  justifie  les 
mots  «  i'éel  »  et  «  imaginaire  jmr  »  qui  sont  cependant  consacrés 
par  l'usage  et,  que  nous  avons  conservés  uniquement  pour  ne  pas 
être  obligé  de  les  remplacer  par  d'autres  mots  nouveaux. 
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CHAPITRE  III 
Nombres  binaires. 

471.  Théorème  fondamental.  —  Tout  nombre  complexe  est  la 
somme  d'un  nombre  réel  et  d'un  nombre  imaginaire  ^;?rr. 
Cette  décojnposition  n'est  jiossible  que  d'une  seule  manière. 

Considérons  un  nombre  complexe 

e        ÔA 
OR 
OA  et  OR  étant  deux  vecteurs  portés  par  les  axes  u  et  ;',  tels,  que 

-^-  0\ 

ru  =\2kT.  +  B     et    7^  =  a. 
UR 

On  sait  que  tout  vecteur  est  la  somme  géométrique  de  ses  projec- 
tions orthogonales  sur  deux  axes  rectangulaires. 

Pour  décomposer  le  rai)port   _!_  en  une  somme  dont  l'un  des 

OR  

termes  soit  réel,  il  faut  que  l'un  des  vecteurs  composant  OA  soit 

porté  par  le  même  axe  que  OR.  Projetons  donc  OA  sur  l'axe  /'  et 

^\  7- 

^ur  l'axe  7>  tel,  que  l'ji  =  2A'-  +  ^- 

On  aura  : 

_  /\        _  /\ 

OA  =-  pivOA^+  pr^jOA  =  /'.  OA  cosr»  -\-  'p-  OA  cosj/u; 

■d'où,  en  vertu  de  la  définition  d'une  somme  de  nombres  complexes 

et  de  ce  qui  a  été  dit  aux  n°^  402,  411  et  412, 

ÔÂ7     '  r    OA         ^    ,    p    OA         ^-- 
=  -^ cosrK  +  4z — - —  cos  jju, 


ORj        r    OR  r    OR 

•ou  '««^^^  aC0s9  +  /asin9  =  a  (cos9  +  /sinO). 

En  particulier,  pour  a  =  1, 

a"  =  cos8  +  /sinO. 

Posons  acosO  =  œ 

y.  sinh  =  y. 
Il  vient  : 

aa^  =  X  -\-  iy. 

Cette  décomposition'du  nombre  aa*^  ne  peut  se  faire  que  d'une 
■seule  manière,  car  les  projections  de  OA  sur  r  et  p)  sont  uniques, 
et  de  plus,  le  résultat  ne  dépendant  que  de  a  et  de  9,  est  indépendant 
•des  vecteurs  particuliers  OA  et  OR. 

E.  DuMONT.  Arithmétique  Générale.  11 
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472.  Réciproquement,  —  Ld  nomme  x  +  iy,  x  et  y  élani  deux 
nomhi'CH  qiudiliés  quelconques,  eut  un  nombre  complexe,  dont 
on  2')eut  calculer  le  tenseur  et  l'argument  : 

Dans  les  formules  générales 

cos  -^^ •' 

cos    H ^-4-  ' 


1  a  I  =  Vaï  +  «I  +  2aiao  COS  {%  —  Oj)  (3> 

il  faut  faire    ai  =  x,    ao  =^  y,    ^i  =  0,    O2  = 


2 


Il  vient 

ts: 


C^-4J  =  FT^  =  f+ip     dou     tge  =  ;^  (4> 

^  fl  +  -1  n^.   u. 

^  +  y       _    y       ^y  _  .^(1  +  tgO)  _  _j2_   .-x 

V2  cos  Te  —  -^       ^^^^  "^  ^^^^       ^^^^"^^  "^  ^^^-^       ^*^^^^ 


|al  =  \j"-^  +  2/'.  (6> 

L'équation  (1)  admet  pour  H  deux  valeurs 
61  =  Oo  +  2Â:77 

e^  =  80  +  -  +  2/^-. 

Ces  valeurs  introduites  dans  (5)  donnent  pour  y  deux  valeurs 
opposées,  ce  qui  fournit  les  deux  solutions 

aia*^'     et     (— ai)a'''  +  ". 
qui  sont  des  nombres  égaux. 

473.  Définition.  —  Lorsqu'un  nombre  complexe  x^  est  décomposé 
ainsi  qu'il  vient  d'être  dit,  c'est-à-dire  mis  sous  la  forme  x  +  iy,  le 
nombre  réel  x  s'appelle  ^jr/r/Zr'  )rene  du  nombre  c;  l'imaginaire 
pur  iy  s'appelle  partie  imaginaire  de  .-:  (1). 

La  forme  décomposée       z  =  x  -{-  iy 
justifie  l'expression  noiubre  binaire  qui  nous  servira  à  désigner 
un  nombre  complexe  décomposé.  Un  nombre   binaire  jouit  de 
toutes  les  propriétés  des  polynômes  de  nombres  complexes. 


(1)  Ces  locutions  sont  d'un  usage  trop  courant  pour  que  nous  puissions  les  supprimer; 
néanmoins  elles  n'ont  aucune  signification  au  sens  strict  de  ces  mots.  En  mathématique,  tout 
ce  qui  est,  c'est-à-dire  tout  ce  qui  a  été  défini,  est  réel;  rien  n'est  donc  imaginaire. 
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474.  Remarque.  —  De  même  que  les  nombres  incommensurables 
s'introduisent  dans  les  sciences  par  les  suites  qui  peuvent  servir  à 
les  déterminer,  de  même  les  nombres  complexes  apparaissent  sous 
la  forme  binaire  comme  racines  d'équations  algébriques.  Nous  allons 
donc  établir  les  propriétés  des  sommes,  différences,  produits, 
quotients,  puissances  et  racines  des  nombres  complexes  considérés 
sous  cette  forme. 

475.  Théorème.  —  Pour  qu'un  nombre  binaire  soit  nul,  il  faut 
et  il  saf/it  (j)ic  so)i  module  soit  nul. 

476.  Théorème.  —  Pour  que  deux  nombres  binaires  soient 
égaux,  il  faut  et  il  suffd  que  leurs  jKoiies  réelles  et  leurs 
2)arties  imaginaires  soient  respecticement  égales. 

Ce  théorème  est  une  conséquence  immédiate  des  n°^  471  et  472. 

477.  Théorème.  —  Pour  que  deux  nombres  binaires  soient 
conjugués,  il  faut  et  il  suffd  que  leurs  parties  réelles  soient 
égales,  et  leurs  pjarties  imaginaii'es,  symétriques. 

1"  Soient  les  nombres  conjugués 

y.a^     et     aa-*^  =  ( —  y)a~-^. 
On  a  : 

y.a^  =  y.  cosf)  -j-  iy.  sinf)  ^  j:-  -|-  iy 

aa-^  =  y.  cos( —  0)  +  iy.  sin( —  H)  ^  a  cosf)  —  ia  sinO  =  ^  —  ///. 

2°  Les  nombres     x  -\-  iy    et    x  —  iy     sont  conjugués  : 

a  et  8  étant  déterminés  par  les  équations  : 

tglj  =  ^^         a  =  \J^  ^  y^  =  -^  >  0, 
on  a  :  x  -\-  iy  =  aa". 

De  même,  pour 

tgO'  =  =li^         a'  =  \ V-  +  (—  yf  =  -^  >  0, 
*  X  s         ^    \      JJ  cosO' 

on  a  :  x  —  iy  =^  aV^'. 

Il  est  évident  que  a'  =  a;     donc    cosO'  ==  +  cos6; 
et,  d'autre  part,  tgO'  =  —  tg6; 

d'où  l'on  déduit  :     0'  =  —  h. 

Et  enfin      x  —  iy  =^  aa~^^  =  conj  aa'^  ==  conj  {x  +  iy). 

478.  Corollaire.  —  Deux  nombres  binaires  conjugués  ont  le  même 
module  :  \x'-  -\-  y-. 

479.  Théorème.  —  La  somme  de  deux  ou  pAusieurs  nombres 
binaires  a  jiour  pja)'ties  réelle  et  imaginaire  les  sommes 
resjjectives  des  pjarties  7'éelles  et  des  p)arties  imaginaires  de 
ces  nombres. 
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Ainsi  : 

(•^1  +  Wi)  +  {^i  +  Wù  +  •••  4-  {pc„  +  il/n) 

=  ^1  -r  iyx  +  ^2  +  22/2  +  ...  -r  ^n  +  ?>,. 

=  (j-,  +  ^2  +  .••  +  oc„)  +  i  (y,  +  2/2  +  •••  +  Vn)- 

480.  Corollaire.  —  Z/<^a  sonune  de  deux  nombres  conjugués  est 
un  nombre  réel. 

{pc  +  hj)  +  (J"  —  iij)  =  1x. 

481.  Théorème.  —  Iji  différence  de  deux  nombres  binaires 
ri  ])on}-  parties  réelle  et  imaginaire,  respectivement  les 
différences  des  parties  réelles  et  des  juniies  imaginaires 
des  deux  nombres. 

{^i  +  iVx)  —  (J"2  4-  iy-^  =  ^1  +  iyi  —  X.,  —  iij^ 
=  (x,  —  j-,)  +  /  (y,  —  go). 

482.  Corollaire.  —  La  différence  de  denx  7iombres  conjugués 
est  nn   imagiiidti'c  jnir. 

(x  +  fy)  —  G^  —  'y)  =-  2///  =  i  2g. 

483.  l*ro«BiiH.  —  On  sait  que  le  produit  de  deux  ou  plusieurs 
polynômes  de  nombres  complexes  s'effectue  comme  un  produit 
de  sommes  de  nombres  qualifiés. 

Ainsi      {x^  +  ig,)  {x.  +  /^o)  =  x.x^  +  ix.g^  +  iy^-r^  +  i-y^tj, 
=  {x^x.  —  g.-g.)  +  i  {x,g.  +  x.g,). 

484.  Théorème.  —  Le  pjroduit  de  deux  nombres  conjugales  est 
lin  nombre  réel,  égal  au  carré  de  leur  )nodule. 

{x  +  ig)  {x  —  ig)  =  x^-  -^  g-. 

485.  Théorème.  —  Le  module  d'un  ]jrodu,if  de  nombres 
binaires  est  égal  au  produit  des  modules  de  ces  nombres. 


En  effet  :         \  Vi-^2  —  2/1^/2)'  +  (-^12/2  +  -^^lY 


=  \'{x\  +  f\){oci  +  m)  =  \'xi  +  gi  X  V-^i  +  yl- 

486.  ^ii<»Éioii<.  —  On  a  : 

^1  +  igi  _  (-^'i  +  iyù  {x.  —  ig.;}  ^  x^x,  +  yi/A  ,  ^  ^lyx  —  ^\y-.. 

^2  +  ^2/2  ocl  +  yl  x\  +  yl     '^        xi  +  yl 

487.  Théorème.  —  Le  module  du  quotient  de  deux  nombi^es 
binaires  est  égal  aii  quotient  des  modules  des  deux  nombres. 

Cela  résulte  du  théorème  précédent  (485). 
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488.  Puissance  iii'""^,  —  D'après  ce  qui  a  été  dit  d'un  produit, 
on  peut  utiliser  la  formule  du  binôme  pour  faire  la  >//'''""'  puissance 
d'un  nombre  complexe  : 

{x  +  iy)"'  =  X'"  +  imx"'-'  y  +  i-  C;„  j:"'--  y-  +  ... 

+  ?"-!  }?ixy'"-^  4-  i"'y"' 

=  x'"  —  C;,  j"«-2  yz  ^  Ci,  X"'-*  y*  ... 

+  iy  {mx"'-'  —  Ci  j:"»-^  y-  +  Cl  x»'--^  y\..). 

489.  Théorème.  —  Les  m'^™''^  puissances  de  deux  nombres 
conjugues  sont  deux  no)nbi'es  conjugués. 

490.  Théorème.  —  Le  module  de  la  m'^™^  puissa}icc  d'un 
nombre  est  égal  à  la  m'^"*^  piiissance  du  module  de  ce  nombre. 

491.  Racine  carrée.  —  Tout  nombre  complexe  a  deux 
racines  carrées  de  même  tenseur  et  d'arguments   opposés  ;   ainsi 

les  racines  carrées  de  aa^  sont  :  \  a  a-     et    \  a  a- 
II  en  résulte  : 

492.  Théorème.  —  Tout  nombre  compjlexe  a  deux  racines 
car/'és  symétriques. 

e  _     0  _    e 

En  effet  :         \  a  a-       =  (—  V^^)  <^'  —  —  \  a  a^- . 

La  racine  principale  étant    \  oô^,     l'autre  sera  —  \  aa'\ 

Les  deux  racines  carrées  du  nombre  x  +  iy  sont  donc  ±\x-\-  iy. 

493.  Remarque  I.  —  Nous  pouvons  mettre  les  deux  racines  carrées 
d'un  nombre  binaire  sous  la  même  forme  binaire,  sans  en  calculer 
le  tenseur  ni  l'argument. 

Posons  (Xi  +  iy^y  =  x  -\-  iy 

ou  xi-h  2ix,y^  —  y\  =  X  -\-  iy  ; 

d'où  l'on  déduit  :  x{  —  y'I  =  x  (1) 

2ix,y,  =  iy.  (2) 

Par  un  calcul  simple  ces  équations  donnent  : 

•^i-2^\'X-'-\-y"-  +  '^]         et        ^î  =  2[\'^"-  +  l/'  —  -^] 

1°  Soit  y  >  0.  En  vertu  de  (2)  x^  et  //i  sont  alors  de  même 
signe.  Donc  : 


^^  _ . .  /ïrT^FFîiTVi        „  _  . t  /i 


'  \  2  f^'-^'  "^  ^'  "^  -^^        ^^  ^  '  \^  [\'-^^  +  y'  -  '^i 

d'où  (3) 

e  \/x  +  iy  =  £  (y/l[\'-r'- +  y~' +  x]  +  i  y/pX^^  +  y'  -  ^]) 
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2*'  Soit  ?/  <  0  et  remplaçons  y  par  —  y. 

Dans  ce  cas,  (2)  montre  que  ./-,  et  y^  sont  de  signes  contraires. 

D'où  (4) 

A^.^  -  ni  ^  t  (^yI^v^f^^FTTi  -  i  y/i  [\  'J^^^vJ'  -  ^]) 

494.  Remarque  II.  —  Les  formules  (3)  et  (4)  montrent  que  les 
racines  carrées  de  deux  nombres  conjugues  sont  deux  à  deux 
des  nombres  conjugués. 

495.  Théorème.  —  Le  module  de  la  7mcine  m'^"i«  d'im  nomhre 
hïnnire  csl  cr/f//  à  la  racine  m'^™«  jn-incipale  du  hiodule  de  ce 
nombre. 

Cela  résulte  du  théorème  (490),  car  toutes  les  racines  m''^^  d'un 
nombre  complexe  ont  le  même  module. 

496.  Foriiio  biliaire  trijSfoiioiiiéti*i(|iie  fl''iiii  nombre 
eoiiiplexe.  —  Nous  avons  vu  que  tout  nombre  complexe  peut 
s'écrire  sous  la  forme  décomposée  : 

aa^  =  a  (cosO  +  i  sin6). 
Cette  forme  permet  d'écrire  les  résultats  des  combinaisons  de 
nombres  complexes  d'une  manière  très  simple. 

497.  Produit.  —  De  la  formule 

a,a^*«  .a^a^*^  .  aga^*^  ...  a„a*^«  =  aja^  ...  a„  X  a^' +  6»+ ••. +e„ 
on  déduit  : 

ai  (cosOi  +  i  sinOi)  X  a,  (cosO.,  +  /  siny  ...  X  a„  (cosÔ„  +  i  sinG,,) 
=  «la^  ...  a„  [cos  (Oi  +  e,  +  ...  +  f(,)  +  l  sin  (Oj  +  ^e  +  •••  +  ^J]. 

498.  Quotient.  —  De  là  on  déduit  encore  : 

ai  (cosOi  +  /■  sinBi)        ai  r        ,,          ,-..■■,,         ,  si 

a,(cose,  +  ,siny  =  a;  t™'  ("■  -"')  +  '  =*'"  C'  -  W]- 

499.  Puissance  d'indice  entier. 

[a  (cosO  +  i  sinfj)]'"-  =-  a'"  (cos»?0  4-  i  sinir/h). 

500.  Pour  a  =  1  on  obtient  la  fot^mide  de  Moivre  : 

(cosO  +  /  sinO)'"  =  cosmQ  +  i  sinniH. 

501.  Racines  carrées. 

\^a  (cose  -\-  i  sinO)  =  ±  \  a  i  cos  -  +  i  sin  -  V 

502.  Puissances  d'indice  quelconque  réel. 

Puissaucc  (ji'itérale  d'indice  coinnicnsui-ablc  (>/  valeurs 
différentes)  :  ''^ 

m 

[a  (cos  0  +  /  sin  0)]'» 

eos(-e  +  .?i;^^)  +  .-sin(^e  +  ;,^^); 
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Puissance  princijjale  : 

m  r, 

[a  (cos  H  4-  i  sin  6)]  »  =  a' 


COS  —  y  +  i  sin  —  0 
n  n 


Puissance  gchiérale  d'indice   incominensnrabJe    a  >  0 
(infinité  de  valeurs)  : 

|a  (cosO  +  i  sine)p-  =  a/-  [cos  (9).  +  2A-À)  +  l  sin  ((JA  +  2kTj)\ 

Puissance  princi2Kde  : 

[a  (cosG  +  i  sinO)]'-  =  a'-  (cosOÀ  +  /  sin^A). 

Puissance  d'indice  négatif: 

[Fa  (cos 8  +  i  sin6)|~''  =  r~/ 7r~> — •    .   , .-n-/ 

^    ^  ^^  [a  (cos  9  +  ï  sin  h)f 

1 


y?-  [cos  (f)A  +  2/,'-a)  +  i  sin  (Oa  +  2Â;7:A)] 
=  a-^{cos  (—  Ga  —  2/t7:A)  +  l  sin  (—  8).  —  2A'7:A)]. 
Puissance  pinncipale  : 

[a  (cos  9  +  i  sinO)]-^-  =  y-'-  [cos  (—  8À)  +  i  sin  (—  Oa)] 
=  a~^-  [cosOa  —  i  sinfjAJ. 

503.  On  constate  que  la  formule  de  Moivre  est  applicable  aux 
puissances  d'indice  monaire  quelconque,  c'est-ù-dire  que 

(cos  6  +  ?'  sin  Hy  =  cos  ^x  -1-  i  sin  Hx 
et    ((cosO  +  i  sin  8))^  =  cos  (hx  +  2kT.x)  +  i  sin  (9j-  -f  2kT.x), 
X  étant  un  nombre  qualifié  quelconque. 

CHAPITRE  IV 
Puissances  d'indice  complexe  des  nombres    réels  positifs. 

504.  Observation.  —  Le  chapitre  que  nous  allons  aborder  repose 
sur  les  développements  en  séries  des  fonctions  sinj",  cosj;,  e^  et  y'^. 

Or,  s'il  est  vrai  que  ce  livre  s'adresse  surtout  aux  mathématiciens 
qui,  ainsi  que  nous  l'avons  dit  dans  notre  avant-propos,  veulent 
mettre,  pour  leur  satisfaction  personnelle,  de  l'ordre  et  de  la 
méthode  dans  leurs  connaissances  élémentaires,  il  est  non  moins 
certain  que  l'on  aura  découvert,  dans  les  pages  précédentes,  notre 
constante  préoccupation  d'en  rendre  l'étude  accessible  aux  jeunes 
gens  qui  doivent  se  préparer  à  un  examen  d'ensemble  séparant 
les  études  moyennes  des  études  universitaires;  examen  dont  le 
prototype  est,  en  Belgique,  le  concours  d'admission  à  l'École 
Militaire. 
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Ces  jeunes  gens  possèdent  la  notion  de  fonction.  Nous  pensons 
d'autre  part  qu'aucun  professeur  de  Géométrie  analytique,  soucieux 
de  quelque  méthode,  ne  recule  actuellement  devant  la  notion  de 
la  dérivée.  En  France,  cette  notion  est  inscrite  aux  programmes 
officiels;  il  en  sera  sans  doute  bientôt  de  même  en  Belgique. 
Nous  considérons  donc  cette  notion  comme  acquise  également. 

Cela  étant,  nous  demanderons  au  lecteur  qui  n'a  pas  encore- 
fait  l'étude  des  séries  de  Taylor  et  de  Maclaurin  d'accepter  momen- 
tanément sans  contrôle  la  formule  : 

fi^)  =  no)  +  f  /-'(o)  + 1  no)  + ...  + 1^  r-Ko)  + ... 

laquelle,  appliquée  aux  fonctions  sin  j",  cosj:,  e-^  et  y^  lui  fournira 
les  formules  (1),  (2),  (3)  et  (4)  du  n"  ci-après. 

Par  la  suite  do  ses  études,  l'étudiant  comblera  toutes  les  lacunes. 

505.  Définition.  —  On  connaît  les  développements  en  séries  : 

-v»2  v»4  'y»6  ,v»S 

cos.r=l-j^  +  -^— g+jg...  (1> 

/y»  /y»3  /y*i>  /y*é 

sm.r^^-^  +  g-^4-...  (2) 

,'Y'  /'K»2  />»3  /y»4 

.     '^^-i  +  f  +  |  +  |  +  |  +  -  (='> 

y«  =  1  +  ^  +  £M^+ £!Ç)!  +  ...        (4) 

dans  lesquels  x  et  y  sont  des  nombres  réels,  y  étant  positif,  et  \gy 
étant  le  logarithme  népérien  de  y  (i). 

Posons    y  =  e'-    ou     à  =  \gy. 

Soit  a  +  ?jS  un  nombre  binaire,  et  considérons  la  série  : 

1+  i         + ^ +  ^3 +  ...  (o) 

Cette  série  est  convergente,  c'est-à-dire  possède  une  limite  si  l'on 
fait  croître  sans  limite  le  nombre  de  ses  termes,  parce  que  la  série 
formée  par  les  modules  de  ses  termes  est  une  série  convergente  (2). 

La  limite  de  cette  série  (5)  est  appelée,  par  analogie  avec  la  limite 
de  la  série  (4),  puissance  (a  +  i,3)'*«i«  du  nombre  y  =  é'-.  Nous  la 
représenterons  par  le  symbole  y^  +  '?  ou  (6')*  +  '?. 


(i)  E.  Lefévre,  Cours  d'analyse  inflnitcsimale.  Ire  Partie,  nos  422  à  427  [École  Militaire  de 
Belgique.  1906). 

(a)  Ibid.  nos  508  et  suivants. 
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506.  Conséquences  de  la  définition.  —  Par  le  fait  que  l'on  peut 
intervertir  l'ordre  des  termes  de  la  série  (5),  il  est  aisé  de  con- 
stater (l)  qu'elle  peut  se  mettre  sous  la  forme  du  produit  de  deux 
séries  convergentes: 

/+    1    +    [2     l^    [3    +••" 


1  +  i2^  ,  ^!ê!)f    /25^ 


On  peut  donc  écrire  : 

y"  +  '-'  =  2/V^-  (7) 

On  a  d'ailleurs,  en  tenant  compte  de  ce  que  i-  =  —  1,  i^  =  —  i, 
i^  =  +  1,  i^  =  i  ... 


ou 


'iCi  4  '3.6''.  6 


\->    ~    \x  \{\    ~ 


[2     '     [4  [6     •    -J'      Ll  |3     '     [5 


-V'i 


■g).  _  ^A3         g5>J 


(8) 


yi'p  =  cos|3À  +  isiniSÀ.  (9) 

507.  D'autre  part,  on  voit  que  la  série  (5)  s'obtient  aussi  en  rem- 
plaçant dans  (3)  x  par  (a  +  l'ffK  =  aA  +  i'fk. 

Donc 

On  a  enfin  encore  : 

gf.3Â  _  (^.3/.)^  _  (g/.y?  _  (g.3)a  (11) 

508.  Formule  d^Eiiler.  —  Si,  dans  la  forriiulo  (9)  nous 
faisons  _?/  =  e  et  jB  =  j:-,  nous  obtenons  la  formule 

Qix  ^  C0SJ7  +  isinjT  (12) 

connue  sous  le  nom  de  Formule  <:/'Euler. 

509.  Détemiiiiaiioii  do  la  oon^tante  a  des  nomh)'es 
comj[jJexes.  On  a  vu  précédemment  (471)  que  le  nombre  complexe 
a^  peut  être  décomposé  sous  la  forme  binaire  : 

<x^  =  cosO  4-  isinO. 
Comparant  cette  formule  à  la  formule  d'Euler,  on  en  déduit  : 

a''  ==  e'^. 
Pour    f)  =  1,     on  a  donc      a  =  eK  (13) 

La  constante  a  des  nombres  complexes  est  donc  la  puissance 

510.  Théorème.  —  Les  jouissances  de  e  dont  l' indice  est  un 
no7ub)-e  binaire  de  la  forme  a  +  /  (^  H-  2/ï-),  dans  laquelle  k 
est  lui  entier  arbitraire,  sont  toutes  égales. 


(1)  E.  Lefèvre,  Op.  cit.,  nos  192  et  153. 
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En  effet,  on  a  : 

ea  +  i(?+2ft7r)  =  ca[cos(|3  +  2/t-)  +  isin(,3  -1-  2kr.)] 

=  c«(cos[3  +  isin(3) -=  e»  +  '?  (14) 

511.  Définition.  —  Nous  appellorons  valeur  pjnncipale  d'un 
noinhfc  bindu-c  a  -f  '[i,  le  nombre  binaire  a  +  ipo  tel,  que 

-  t:  <  1^0  -  P  +  2^7:  ^  +  71 
//  étant  un  entier  positif,  nul  ou  négatif,  déterminé  sans  ambiguïté 
par  ces  inégalités  ou  par  les  suivantes  : 

OU  encore  _  J- _  -  <  ^  <  _  J- +  _. 

512.  Remarque.  —  Dans  les  définitions  p^'écédentes,  le  nombre  [3 
est  positif  ou  négatif.  Nous  pouvons  donc,  dans  la  formule  d'Euler, 
remplacer  x  par  —  x.  Il  vient  : 

e^^  =  co&x  +  isind? 
e~'^  =  cosj^  —  isin^ 
D'où,  par  addition  et  soustraction  : 

cosir  --  -  (e'^  +  e-'"") 
et 

sin^  =  -  (e'^  _  e-^'^)  =  I  (e"'^  -  e'")  =  ^  re'R-^)  +  e'(^-3] 
'"^  ~  '^  L  J 

513.  Si,  dans  la  formule  e'^  =  ^nx^  +  iinz)  ^  qq^Xq  +  is'mxo 
nous  donnons  à  Xq  successivement  les  valeurs  0,  ±  tt,  +  ^,  —  -^, 
nous  obtenons  : 

OU  plus  simplement  : 

g22;i  =  _j_  1  ;         e±î7:  =  —  1  ;         e''  =  i;         e~' 2  =  —  i  ; 

formules  déjà  connues  précédemment. 

On  peut  d'ailleurs  les  déduire  de  la  troisième  : 

— <■-        11  f  t-V 

e   '2  =  -^  =  ^  ^  —  i;        e''^  =  U'V   =-  2*2  =  —  1  ; 

e  - 

Q-iiz  ^  -j-  = =  —  1  ;  e''2,r  _  (niT^Y  ^  \ 
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514.  Remarque.  —  Nous  avons  dit  précédemment  (468)  que  le 
nombre  complexe  a'^   est  la  puissance   h'^"^^  principale  de 

al +  -''■"  =  a  =  e'. 

Toutes  les  puissances  principales  de  e',  dont  t 'indice  est  un 
des  nombres  6  4-  2^-,  so)d  égales. 

En  effet,  si    61  =  ^.,  =  ^0     (^mod.  2-)  ;  on  a  : 

^t  gi  e, +  -2;r;:    ,_  ^î"  0.  +  2fc7:;  ^  gî(eo  +  2»:r:_ 

Quel  que  soit  ^,  on  peut  donc  toujours  écrire  : 

(eO?  =  e'?        et        ((e'"))'  =  e^3+'•2ft'^?  =  e'?  e'-''-? 
Quant  à  a?'-  =  (e')'^''  iious  avons  vu  que,  partant  de  la  relation 
a>  =  cos,3  -\-  i  sin[j 
^  cos  (,3o  +  2Â--)  +  ;  sin  (.3o  +  2^-)  ^  e'  .-+-^'^-! 
dans  laquelle  —  ~  <  ,3o  ^  +  ^. 

la  puissance  a'^'"^'  principale  de  e'?  est 

(ei3)X  _  cos  (,3oA  +  2A'-)  +  «  sin  (.S.a  +  2A'-) 

— .  gi;,3o/.  +  2AK)  __  g(   3o  +  27fî:jÀ^ 

La  puissance  a''^'"''  générale  est  : 

{l&^'-  =  cos  (î^o'^  +  2Â-A)  -h  i  sin  (l^o'^  +  2/^-).) 

Si  ^  est  un  nombre  linéaire  déterminé,  on  aura  donc 

(e<?)/.  _  gi3o>.  et  ((gi3j)X  _  g,-(.3X  +  2ft:TÀ)^ 

|jo  étant  la  valeur  principale  de  |3,  déterminée  comme  il  est  dit 
au  n°  511,  et  k  étant  un  entier  arbitraire. 

Le  nombre  e^^'-  n'est  qu'une  des  valeurs  de  ((e'?))'-  et  n'est  égal 
à    (e'?)^-    que   si    —  r:  <  ,3  <  +  -  ;    en   effet, 

;3a  =  (,3o  -  2ry:r)A  =  ^K  -  2q^l, 

q  étant  un  entier  déterminé  et  non  pas  arbitraire;  ce  produit  ,3X 
n'est  donc  qu'une  des  valeurs  du  produit  générai  ^o^^  +  2A'7:a  dans 
lequel  k  est  arbitraire. 

(Tout  ceci  suppose  que  À  n'est  pas  entier,  bien  entendu). 

Ainsi  :  eî.-A^=  [e'^^y  ^  {e'-']\'^ 

car  —  -  <  \^  <  +  7z  ; 

tandis  que  t.  <  ô  <  2t, 

d'où  —  T  <  5  —  27:  <  0, 
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et  par  conséquent  : 


^g5i)V2  =    <9l'5-2K)V2 


De  là  résultent  les  relations  : 

(ea  +  /.3)X  _  (c«)>-(cos|3û  +  isin^y- 

=  e«Hcospo>^  +  /sinpoA)  =  e""''^ +  '?"''; 
et 

/•(>À'\a 4- (.3  __  ^À(a  +  i.3)  __  gaÀ+/3u/.  — /açirÀ  ^_  /-ga  +  i.sy.g  — î2ot:>._ 

Il  faut  par  exemple  se  garder  de  tenir  le  raisonnement  suivant  : 
^iiqiz^  est  la  puissance  X»^'"^  de  e'«'^  lequel  vaut  1  ;  donc  e'-i^'-  =  1. 

Ce  raisonnement  est  faux  en  ce  que  e»2</:tx  n'est  pas  la  puissance 
■)^ième  (Jq  Qi2qTz^  maïs  bicu  2uie  des  valeurs  de  la  puissance  À"^'"*'  générale. 

La  puissance  À''''"^  principale  de  e'-«'^  est  effectivement  1  ;  mais  la 
puissance  X'^"*^  générale  de  ce  nombre  a  une  infinité  de  valeurs  qui 
sont  e«2*f^'  où  e^^,  H  étant  arbitraire. 

515.  Théorème.  —  Tout  nombre  complexe  est  une  jouissance 
d'indice  complexe  du  nomhre  7'éel  e. 

Considérons  un  nombre  complexe  ae^ '■^ +'^^'^'1 
1°  Soit   a  >  0.    On  peut  poser   a  =  e'-,    1  étant  le  logarithme 
népérien  de  a. 

D'où    r<e'(^+2'^'^'  =  e^  gï(e+2ft7c)  ^^  ^i+nQ+ikn}^ 
2°  Soit    a  <  0        et        1^/1  =  e^. 
On  a  alors  : 

516.  Théorème.  —  Le  p)y'oduit  de  deux  jouissances  d'indices 
complexes  d'un  mèyne  nomhre  7'éel  et  jjositif  est  nne  jmissance 
de  ce  fiombre,  dont  l'indice  est  la.  somme  des  indices  des 
puissances  considérées. 

Je  dis  que  a^a'i  =  a^+'i. 

Soient    (t  =  e'^; 

^>  =  ai  4-  i'^x 
^  =  a,  +  ipo. 

On  a  :  «p  =  {e'^y^^ih  =  e^»^-  e^^*'^ 

D'où  «m«  =-  t'^.X  +  a,X,gM;3,X  +  3,X) 
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517.  Théorème.  —  Une  puissance  d'indice  complexe  d'un 
p7^oduit  de  pAusieurs  facteurs  réels  et  ptositifs  est  égale  au 
produit  des  mêmes  puissances  de  chaque  facteur. 

.Je  dis  que     {aby  =  a^b^. 

Soient  a  =  e^,     b  =  e?,    p  -^\  -\-  ?;ji. 

Le  théorème  étant  vrai  pour  deux  facteurs,  s'étend  aussitôt  à 
un  nombre  quelconque  de  facteurs. 

518.  Théorème.  —  Une  jmissance  d'indice  complexe  d'un 
nombre  qui  est  lui-ynême  une  puissance  d'indice  réel  d'un 
nombre  réel  et  positif,  est  une  puissance  de  ce  dernier 
nombre,  dont  l'indice  est  le  produit  des  deux  indices. 

Je  dis  que  si  b  =  a>\  |^  étant  un  nombre  réel,  et  a  étant  un 
nombre  réel  positif,  on  aura  : 

Soit    a  =  e'^    d'où    b  =  ^^?. 

On  a  />>■+'■  y-  =  (c^?)>-  +  ';-t  =  c^,3Â+ia3a 

et  «?(>•  +  '!-'-)  =  (^î')?>- +  «■?!-»-  =  ^a?À  +  /a?;j.^  C.  Q.  F.  D. 

519.  Remarque.  —  L'inverse  n'est  pas  toujours  vrai. 

x\insi     {({'•  +  i'^y^    n'est  pas  toujours  égal  à    r/(^- +»:-'-)"*    {m  est  un 

nombre  réel). 
Soit  en  effet  a  =  e'^ 

On  a  :  a'^^^K^-  =  gaÀ+zy-a  ^  e^^-e';-"-^  ^  i^(,i{Q  +  2kr.) 

h  étant  la  valeur  principale  de  l'argument  {j.a,  c'est-à-dire  : 

—  77    <    0    =    IXy.  4-   2^71    ^    +   TT. 

D'où 

Or,  w?f)  =  ]xy.7n  -\-  2q-m. 

Donc         gi(»i0  +  2ft7:)  __  gi)>iO  __  gi{;j.a»i  +  2girjH)   __  f,vj.xm   gi^qurn  ^ 

D'où  l'on  déduit 

2-        2    ^  ^  271        2 

Ou  encore  (r^'-+'M-)'»  =  r/:(>.+î!J-)we'2ç7rm. 

formule  dans  laquelle  le  nombre  entier  q  est  déterminé  par  les 

conditions  :  ,  ,  ,  , 

ulgr/        1  ^        algf/        1 

9_  2  27-  -* 
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520.  Théorème.  —  Tovl  nombre  complexe  est  le  produit  d'un 
oiomhre  rcel  positif  ji((r  la  \}^"^^  pmissance  d'un  autre  nombre 
réel  et  positif  dont  le  logarithine  7ii'périen  est  comp)ris  entre 

-T.  et -A- T.. 

Soit  lin  nombre  complexe    p  ------  c/c«('>+2'"t)_ 

Nous  avons  déjà  vu  que  nous  pouvons  supposer  ou  rendre  positif 
le  tenseur  a  de  ce  nombre. 
On  a  d'autre  part  : 

p  =.  ae'^e'-^^'  =  a{e^y    car    e'-'''^  =  4-1. 
G  étant  compris  entre    —  tt  et  +  -,    posons    c*^  =  b 
(_  -  <  ig^^  <c  +  ^). 

D'où  p  =  a¥  C.  Q.  F.  D. 

521.  Corollaire  I.  —  Si  l'on  pose    c  -=  be"^~, 

on  a  :       a¥  =  ac'      quel  que  soit  k  (nombre  entier  positif,  négatif 
ou  nul). 

Car    é  =  ¥  e'-^'^    en  vertu  du  théorème  du  n°  517. 


CHAPITRE  V 
Logarithmes  naturels  des  nombres  complexes. 

522.  Définition.  —  Considérons  un  nombre  complexe  quelconque 

p  =  rie'(?  +  -'^''^ 
dans  lequel  nous  pouvons  supposer  a  >  0    et    —  -  <  ,S  :^  +  ?:. 
Soit    a  =  e^,     a  étant  un  nombre  réel  qualifié. 

Les  nombres  complexes  a  -j-  /({3  +  2kTz)  sont  appelés  les  loga- 
rithmes naturels  du  nombre  complexe  j>;  ils  sont  représentés 
par  le  symbole  log^A 

Donc,  on  a  :  log;j  =  a  +  i(|3  +  2JiT:).  (1) 

Il  y  a  une  infinité  de  logarithmes  naturels  pour  un  même  nombre 
complexe,  puisque  k  est  un  nombre  entier  indéterminé. 

523.  T^o^-arilliiiie  pi*iii<*i|>al.  —  En  particulier,  pour  /.■.  =  0, 
le  nombre  a  +  ip  s'appelle  le  Jogai-illunc  priucipal  du  nombre 
complexe  7^  On  le  représente  par  les  symboles  \p  ou  bien  X^p.  C'est 
la  valeur  principale  (511)  du  logarithme  naturel. 

On  a  donc  :  lg;>  =  a  +  /,3.  (2) 

Des  formules  (1)  et  (2)  on  déduit  : 

\ogp  =  \gp  +  /2/.'-.  (3) 
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524.  Un  nombre  réel  et  positif  a  peut  s'écrire  : 

puisque  e^^^~  =  +  1- 

On  a  donc  log  a  ^  %  -}-  i  2k~ 

et  \ga  =  a. 

Le  logarithme  principal  est  donc  le  logarithme  népérien. 

525.  Le  nombre  négatif  ( —  a)  peut  s'écrire  : 

Donc  lg( —  a)  =  a  +  '-  =  Ig*^  +  i-  (4) 

et  log(—  a)  =  a  +  ?■  (-  +  2A'-)  ^  ]oga  +  i-.  (5) 

526.  Si  l'on  considère  le  nombre  complexe  : 

et  si  l'on  pose     a  =  e^,     h  =  e^,  —  -  <  (3  <  +  7:, 

on  aura  p  ^  ab'e'-^'  =  ab' 

On  a  aussi 

Igr/  =  a  log  a  =  a  +  /2A't: 

\gb  =  fi  log^  =  [i  +  i2k- 

]gjj  =y.+  /.3     log^y  =  a  +  /(.3  +  2/v-). 
On  voit  que  Ig^v  =  \ga  +  ilg^  (6) 

et       logjy  =  Igr/ +  /lg(^  +  i2^- =  Igrt  + /(IgZ»  +  2A'7:).     (7) 

527.  Théorème.  —  Tout  nombre  complexe  possède  une  infinité 
de  logarithmes- naturels  et  un  seid  logarithme pjrincipal . 

Ce  théorème  résulte  du  théorème  du  n"  515  et  des  définitions  des 
n°^  522  et  523. 

528.  Propriétés    des    logarithmes   naturels  des  nombres 
complexes. 

Soient  les  nombres  complexes  : 

^>  =  e^i+'.3,  +  2ftîr)      et      g  =  ea.+'.3.+2ft-). 

On  a  : 

logiJ=ai  +  i(;3i  +  2A-)         et        \gp  =  :x.,  ^  i'^, 
\0gq  =  y.,  ^  i{%  -\.  2k7-:)         et         Igg^a^+ijB, 

jjq  =  Q-Xi  +  ^t-i  Qi['}i  +  %-\-2}ir.) 

On  a  donc  : 

logj9g  =  logp  H-  log  g  (.mod.  2/-)  (1) 

log^  =  logi;  —  log 5-  (Xcod.  2i-)  (2) 


162  NOMBRES  COMPLEXES. 

C'est-à-dire  que  :  Tout  logcn'ithmc  nniiirel  d'un  produit  de 
f((cfeu?'s  est  congru  (.mod.  2/-)  à  la  so?7ime  des  logarithmes 
naturels  des  fadews. 

Tout  îogar'ithme  naturel  d'un  quotient  est  congru  (cmod.  2?^) 
à  ht  différence  des  logai'ithmes  naturels  des  deux  nombres. 

529.  Pour  les  logarithmes  principaux,  on  a  : 


(k  =  _  1,  0,  OU  +  1) 

'  27r  2 

(A'  =  —  1,0,  OU  +  1) 


^^  q         ''J'         «-^        ^^'"   '  27Î  2  "^       ^        2-       ^2 


OU 


(3) 
\gpq  =:  Igyy   h  \gq  +  r2A'7r,  -  2^^  _  ^  <  ^,  ^  _  &L^=  +  ^ 

(4) 
lg|  =  Ig;)  -  Ig^  +  /2A.,  -ËLZ^_  1  <  ;^  ^  _ËlZzA  +  1 

530.  Remarque.  —   Les  autres  propriétés,   où  interviennent  les 
puissances,  seront  traitées  ultérieurement. 

CHAPITBE  VI 
Puissances  d'indice  complexe  des  nombres  complexes. 

531.  Définition.  —  Considérons  la  série  : 

T    ,    (g.  +  /.30  (g,  +  /,3,)        a,  +  i'^^f  (g.  +  i'^^f    , 
i  H 1 1 12 1-  ••• 

"^  |n  '   ••• 

Le  produit    (g,  ^  i'^,)  (a,  +  ii^g)  =  ag  +  ^Ss 
étant  un  nombre  complexe  déterminé,  cette  série  peut  s'écrire  : 

1    1    =^n  +  ?.33       (g3  +  ^.33)^                (^3  +  i%r   , 
1  H  l        +         ^  h  ...  + ^         +  ... 

Nous  avons  (505)  appelé  la  limite  de  cette  série,  la  puissance 
(ag  +  iîBg)''^""^  c'est-à-dire  ici  [(a,  +  /jS,)  (g.,  -\-  f^o)]'"'"»*'    du  nombre 
e;  et  nous  l'avons  représentée  par  le  symbole    e^3+j.3ï 
qui  devient  ici     f'='«+^?''f^ï+'?i). 

532.  Supposons    —  ~  <  (3,  <  -4-  tt. 
On  a  alors    g,  +  /3,  =  lge'''+'?t. 
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On  constate  que  si,  dans  la  série  : 
1  4-  -^^g-y  4_  -^^  Çg.y)-  _j_  ^^  Ogi/Y    ,  ,    ^«  (Igy)» 

on  remplace  x  par   a^  +  i^.,   et   Igy  par   a,  J-  /^3„   la  limite  de 
cette  série  est  précisément    e>i+'?i);as+î?s). 

Lorsque  i/  est  un  nombre  réel  et  positif,  la  limite  de  cette  série 
se  représente  par  le  symbole  y^. 

Nous  l'appellerons  encore,   dans  le  cas   actuel,   la  jouissance 
(a.  4-  i|3o)'^'ne  f/^^  nombre  complexe    y  =  e^'i+^^i. 

Comme   telle,    la  limite   de   cette   série   sera  représentée  par  le 
•symbole    y'^--  +  ''?--  =  (e^i  +  '?i)  a, + i,3, _ 

On  peut  donc  écrire  : 

533.  Supposons  maintenant  -t^  quelconque. 

Soit    —  -  <  .3o  =  .3i  -  2/?-  ^  +  -. 

Le  nombre     aj  +  /[i^     est  alors  un  des  logarithmes  naturels  de 

y  =  e^i  +  «  .3„  +  2ft7:)_ 

Le  nombre     e(^.+'?i)i=t.+«.3,)    ^^-gg^  ^^g  ^g^j  ^^  nombre 

e(ai+î,3o)(ae  +  ?,3.;_ 
On  a  dans  ce  cas,  en  vertu  du  théorème  du  n"  516. 

et^i  +  2?i)(aj  +  iPi)  ^  e:3£.+î,3„  ::a.  +  23,;  +  ,-2;i-7'x,  +  (.3,) 
=  g(a,+/.3o){aj  +  t!3j)_  g— 2;i-,3j  +  / 2;i7:a. 
=  g;a,+/3o):aî  +  ïPj)_g  — 2;i-(,3,  — /a,i_  /i)\ 

Dans  cette  expression,  /^  est  un  entier  déterminé. 
Or,  px.  +  '?i  =  e2ti+/(.3„+2te)  ^  ea,  +  ^3„ 

■quel  que  soit  l'enlier  k. 

C'est  pourquoi  l'ensemble  des  nombres 

g;a,  +  i,3o)  (a.  +  i.3.)_  g-2ftiî(.3j-îai) 

-sera  intitulé  jniissance  générale  (a,  +  îjSa)'^'^  de 

Nous  le  représenterons  par  le  symbole    {{y))^^ +'?'-. 
Le   nombre     e(^'+'?.)(^^- +'?»-)     n'est   qu'un    des    nombres   de  cet 
ensemble. 

De  ce  que    ai  +  i?>o  =  a,  +  i{p,  —  2h-)    résultent  les  formules 

<ians  lesquelles  k  et  /  sont  des  entiers  arbitraires,  et 
-  t:  <  [i,  =  .3,  -  2/^7:  <  +  :.. 
E.  DuMONT.  Arithmétique  Générale.  12 
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534.  I*iiÎN»an«*o  priiK'ipalo.  —  Le  nombre  obtenu  pour 
7i  z=  0  s'appelle  jniissauce  principale. 

C'est  le  nombre  e(ai  +  »?oHa! +»?«',  qui  se  représente  ù  la  manière 
habituelle  par  2/"2+'?*. 

Un  nombre  complexe  a  donc  une  infinité  de  puissances  d'un  indice 
complexe  déterminé,  parmi  lesquelles,  une  puissance  principale. 

En  posant  y  =  ^«>  +  '?'     et     ^  =  a.  +  i% 

on  aura,  en  vertu  de  la  formule  (3)  ci-dessus  : 

{{y)Y  =  y^é^^-^.  (4) 

535.  rtilisant  les  définitions  que  nous  avons  données  (522  et  523) 
des  symboles  log?/  et  \gy,  on  écrii-a  les  formules  : 

yz  _.  (yzii^v        et        {{y))=  =  e^iogy. 

536.  Remarque  I.  —  Considérons  deux  nombres  binaires 

;;  =  œ  -\-  ly  z^  =  \  -\-  i^. 

Nous  savons  que  nous  pouvons  écrire 

X  -\-  hj  =  ea+i(?  +  2?e7i)  ^  gx  (cosi3  +  l  sin|3) 

expression  dans  laquelle    a  =  Ig  \]œ'^  +  y- 

tg(3  =  | 

-  TT  <   P  <  +  t: 

X  cos  |3  >  0. 
Nous  aurons  donc  : 

_  gaX-?!J— ft27:,u.  [cos  (,3À  +  aij.  +  A;  27rA)  +  i  sin  (,Tâ  -f  a;jL  +  /;  2-).)]  (5) 

et  ^='  =  c^->— ?:■<■  e^triÂ+ay-) 

=  C'^^-?M-  [cos  ([3).  +  a|j.)  +  ^  sin  (,3).  +  a.^)]  =  X  +  zY,     (6) 
si  l'on  pose  X  =-  e^>>- ?!->-.  cos  (,3).  +  at^) 

Y  =  e^'— Pl^-.sin  (fi/  +  a;ji). 

537.  Il  est  facile  de  voir  que  les  extrémités  des  vecteurs  qui  ont 
pour  mesures  par  rapport  au  vecteur -étalon  r,  les  diflérentes 
valeurs  de  ((v))-'',  sont  situés  sur  une  spirale  d'Archimède  :  p  =  k.^^. 

En  vertu  de  la  formule  (5),  le  module  et  l'argument  de  l'une 
quelconque  des  valeurs  de  ((.'))-'  sont  respectivement  : 

p  ^=  ^aX— ,3;j.  — /f27:;j. 
W  =  (3X  +  a\K  +  k2Tl. 


^  1     — tgOlto 

)Cos6  \  p  \ 
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Pour    w  =  ,3a  +  ay.,    c'est-à-dire  pour  /.'  =  0,   on  a  donc  : 
Pour     w  =  |jA  +  a;ji.  +  A'  2-A,     on  a  de  même  : 
Divisant  ces  deux  relations  membre  à  membre,  on  obtient 

■Qkl-'K  _  e-ft27:a  OU  B  =  e"^; 

ti  A 

d  ou  k  =  e  '•  =  e'- 

Si  l'on  pose  .t  =  e^+a^^+m^)  ==  aei? 

et  z'  =  A  +  /;ji  =  be''^ , 

^i^  -tg0 

on  obtient  :  A  =  e«°^o     et     B  =  c 

L'équation  de  la  spirale  d'Archimède  est  donc  : 

6  lfr«  r 

p  =  e^°^  le" 

538.  Remarque  II.  —  Un  nombre  réel  et  positif  a  =  e^  peut 
s'écrire     o  =^  ('a-i-/2A'-_ 

Il  y  a  donc  une  infinité  de  puissances  ().  -f  ?jj.)'««^«  de  ce  nombre  : 
((rf))>-+'M-  =  e='^-+'»  e^'2fc'^!>-+î;-'-i    ou    ((rO)-  =  a'  e'-^'-.        (7) 
La  puissance  (a  -|-  ■/jjl)''^'"^  d'un  nombre  réel  positif,  définie  au 
n°  505,  est  la  puissance  (a  -f  /-ji)'^''"^  principale  de  ce  nombre. 
En  particulier,  pour  a  =  1  :     {[e))'  =^  e=  e^-^'^. 
Ainsi,    le   verseur  e'^   est  la   puissance  (ifi)'^"^"  principale  de  e 
(507,  508  et  509),   ce  qui  justifie  cette  notation  e'^^. 
La  puissance  générale  est 

((e))'0  =  e'0e^2fc,:e. 

Cette  expression  possède  une  infinité  de  valeurs,  qui  sont  les 
mesures  de  vecteurs  de  même  argument  h  et  dont  les  longueurs 
sont  en  progression  géométrique  de  raison    e~-~^. 

Pour  un  nombre  négatif  :     —  a  =  e^+'î^ 

((_  ny  =  e('^+''^'--  e^''-'''^--  =  ((«))^'  e''^--.  (8) 

539.  Remarque  III.  —  Si  l'on  suppose  [jt.  =  0  dans  les  formules 
(5)  et  (6)  précédentes,  on  retrouve  des  expressions  que  nous  avons 
définies  puissance  générale  et  puissance  principale  )>'^»î^«  du  nombre 
complexe  c^  : 

=  e^'^  [cos  (.Sa  +  U^tX)  +  i  sin  ({3).  +  k^rX^ 

et  [e^  +  t(?  +  2ft:r)p.  _  eaÀ+     pÀ  +  2?*7:    _  gaX  (cQS  ,3).  +  ï  sin  ,3).). 
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540.  Remarque  IV.  —  La  puissance  V''"'"  (d'indice  réel)  d'un 
nombre  réel  positif  fi,  telle  qu'elle  a  été  définie  antérieurement, 
n'est  qu'une  puissance  principale.   La  puissance  générale  a  pour 

expression  : 

((r/))>'  =  r^'-  e'-^'^''^  (9) 

541.  Si  ))>  est  un  nombre  entier,    c'-^^-'"'  =  1,  d'où  ((«))'"  =  a"\ 

542.  Si  A  est  fractionnaire  et  de  la  forme  — » 

m  m  j» 

((r/f  =  cêê'^'^  (10) 

expression  qui  possède  n  valeurs  différentes,  quel  que  soit  li  (entier)  ; 
ce  sont  les  ;;?'<'»"'«  puissances  des  n  racines  >^,'™'«''  de  a  (450). 


\ 


ifij  =  LV«J  .  (11) 

543.  Remarque  V.  —  Pour    a  =  0    et     ;/.  =  1     on  obtient  les 

puissances  /'''""^'-■. 

Soit  le  nombre  complexe  :     r/e'^  =  e2+i(0+2;(<._ 

On  aura  :     {{ae'^))'  =  e-o+''^  e--^"".  (12) 

La  puissance  i'^'""  principale  est 

(rre'O)'  -  ^-(»  +  ''^  =  e'^  e-^  =-  (e^)'  e-e.  (13) 

Si  l'on  pose    e'^  =^  b, 
fTf^no+ihT.)  ^  fijji  (>ii}i-  ^  f,¥    d'où    ((r/Z^O)'  =  d'  l>-^  e--^""   (14) 

et    {abj  =  a'b-K  (15) 

544.  En  particulier,  sachant  que     i  =  e    ~    '  '^^     on  aura  : 

iif  =  er^~e~'''"  (16) 

et  i'  =  e"^.  (17) 

545.  Remarque  VI.  —  De  ce  que    e(«.+^?i)  («.+»'?3)  =  e(a2+/?.)(a.+/?.) 
ne  résulte  pas  que  l'on  ait  : 

((e^.  +  'Ti. ))«*  +  '"?.  =  ((ga.+  î^.^^ît.+  r?, 

ni  pour  deux  puissances  générales,  ni  pour  les  deux  puissances 
principales. 

Si    ai  +  2|j'    et    y..,  +  i'^"     sont  les  valeurs  principales  de 
«1  +  ^''^1     6t  de    ao  +  ïjSo,     on  a  : 

et  •  ((ex.+»?*))2.  +  '?.  =  c^a,+  '?":(ai+i?,)  g-2;i:r(?i-îa,)^ 

Les  puissances  principales  ne  sont  égales  que  si  [3,  =  (3'  et  ,3,  =  ^". 
Les  puissances  générales  ne  sont  les  mêmes  que  dans  des  cas 
très  particuliers. 
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546.  Propriétés.  Théorème.  —  Le  jn-oduit  des  imissances 

23riucipales  d'un  même  nombre  est  égal  à  la  pitissance 
principale  dont  l'indice  est  la  somtne  des  indices  des  pjuis- 
sances  considch'ées. 

Soit  le  nombre  complexe      r  =  e^+^?        —  -  <  [3  ^  -|-  -n 

et  les  indices  de  puissances  :  ^;  =  Ai  -|-  i^ji^ 

q  =  À,  +  ifxj. 
On  a  : 

((;']l)?j  =  e'a+i.3)(/.,+î:-».,;^-2'''-;:j.i— 2Ai)  =  yp^nk-p 

On  a  évidemment,  en  vertu  de  la  formule  du  produit  de  deux 
nombres  complexes  „  ^,         „  ,  ^  ,,, 

547.  Remarque.  —  Pour  les  puissances  générales,  les  produits 
obtenus  pour  h  =  k  sont  des  puissances  d'indice  _/>  +  ^;  et  toute 
puissance  d'indice  p)  -{-  q  est  le  produit  de  deux  puissances  d'indices 
jj  et  q;  mais  si  l'on  prend  h  ^  h,  le  produit  ((>•))?'  ((r))''  n'est  pas  égal 
à  l'une  des  puissances  {{r])p  +  'i. 

548.  Corollaire  I.  —  Pour  les  puissances  principales,  on  aura  : 

r^-+'>  =  r '■./">.  (2) 

549.  Corollaire  II.  —   On    déduit  de   ce   théorème    la    propriété 

analogue  pour  un  quotient  de  puissances  principales  : 

rP 

—  =  rP-i.  (3) 

yq  \    J 

550.  Théorème.  —  Tonte  valeur  de  la  pjuissance  génih-ale  d'un 
produit  de  pjlusieurs  facteurs  est  une  des  valeurs  du  p?^oduii 
des  pndssances  générales  de  même  indice,  de  ces  facteurs;  et 
réciproquemerU. 

Soient  les  nombres  complexes  : 

q  =  e^'^  +  '^s  —7z<^^,<z+T. 

r  =  À  +  i[j.. 
pq  =  c«.  +  a.+  j(3.  +  ?,)  =  ea  +  .-?        _  _  <;  |3  _  ^3^  j_  p^  ^  2h7z  <  +  tî 

On  aura  : 

((p)y'((q)y'  =  é^<  +  '''^'  +  a,  +  iPs)(X  +  i;j.)gî2ft,7î;-  gizk^r.r  _ 

Or, 
(a  +  i[i)ÇA  +  i'^)  =  [ai  +  ae  +  i{?,  +  ?-z)]  (A  +  ^^)  +  i2/i-().  +  z» 
Donc,  on  peut  écrire  dans  le  sens  indiqué  par  l'énoncé  : 

ipq)y  -  iim{q)r-  (i) 
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551.  Remarque.  —  Pour  les  puissances  principales,  on  a  : 

iP^Ï  =  7/>/'e'2'"=^  (2) 

h  étant  un  entier  déterminé  par  les  conditions  : 

Dans  le  cas  où  jj  et  q  sont  réels  et  positifs,  X,3  =  0,  d'où  h  =  0. 
(Voir  517). 

552.  Théorème.  —  Parmi  les  valeurs  de  la  puissance  générale 
d'indice  complexe  d'un  nombre  qui  est  lui-même  une pmissance 
générale  d'un  autre  nombre,  figurent  toutes  les  valeurs  de  la 
puissance  générale  de  ce  dernier,  doit  l'indice  est  le  jjroduit 
des  deux  indices. 

C'est-à-dire  que  toute  valeur  de  ((r))^?  est  une  des  valeurs  de  [[((r))pj'?. 
Soient    /•  =  e^  +  '?  —  t:  <  p  <  +  tt 

p  =  \  -f  ia^ 
q  =  À^  +  ij^to. 
On  a  :       ((r)V^  =  rPe'~^~P  =  e(^+»?)(>M+'>i)e'2'î'ï(^-i +'>•.'. 
Si  l'on  pose     (a  +  i?>)On  +  ^^l)  =  ^i  +  2(?i  —  S^i") 
--<?!  =  .3Ai  +  y-'J-i  +  2A'i7:  ^  +  -, 
et  i2kT.(\  +  iui)  =  ao  +  id^o  —  2^27^) 

—  T.<%=  2krX,  +  2k.^-  ^  +  TT, 

cette  formule  devient  : 

((r))P  =.  e^.  +  '?, e«. +  '•?.; 

d'où,  en  vertu  du  théorème  précédent  (550)  : 

Appliquant  la  formule  (4)  du  n"  534,  puis  la  formule  (1)  du  n°  546, 
il  vient  : 

[r((r))P|9  =  e!a,  +  i,3,)çg;a,  +  i?.)9gf2/i7:9  ^  Q(y.^-\-i'^^)q  +  [:i..  +  i'îi.]q  Qiihr.q^ 

Or,       (a,  +  if.,)q  +  (ao  +  ^3,)g  ==  (a^  +  ifj,  +  ao  +  ?|3o)g 
=  (a  +  i|B  +  r2k7z)ÇK,  +  i,a,)g  +  r2(Âi  +  ll.^-q; 

donc,  [(O'Fl^    =    Qi'X+i^'ipq  Qiilir.pq  Qi2lT.q 

{l  =  h  +  ki  +  A'.,). 
D'autre  part  :  ((r))??  =  e(a+i?)p9gi2njcpg_ 

On  voit  (pic  la  première  expression  ne  sera  égale  à  la  seconde  que 
pour  1  =  0. 

Toute  valeur  de  ((r))^  est  une  des  valeurs  de  |((r))pj9,  mais  la 
réciproque  n'est  donc  pas  vraie. 
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553.  Remarque.  —  Pour  les  puissances  principales,  on  a  : 

rp  =  e^+^^'P  =  e^'.+'.Ss    —  t.  <  ^^  =  '^\  +  a-ji,  +  '2k,T.  ^  +  -; 
d'où     •    (r^)?  =  e'"<+^^''9'  =  ^{y.+i^'me'-^^'^i  =  ^'M^'^^i'^î  (1) 

7?i  étant  un  entier  déterminé  par  les  conditions  : 

2^z  2  '  ^  2^. ^  2* 

554.  Exemple.  —  Soit  à  calculer  la  puissance  principale  i'™'^  de  i~-. 
On  a,  en  vertu  de  la  formule  ci-dessus  : 

Pour  calculer  A'i,  remarquons  que,  dans  la  formule  du  n°  553, 

pour     z  =  6'  -  : 

a  =  0    et    H  =  ^'  ;     Al  +  i'^i  =  —  2    d'où   \  =  —  2    et    jjl^  =  0. 
D'où, 

T    -^   T  T   4-  T. 

kz — ^  <  -^^1  ^    ^9.        on     0  <  )%!  <C  +  1     d'où     A'i  =  +  1. 

On  a  donc  :  (^•~")'  ==  ^~'"'  e~-". 

D'ailleurs  de  ce  que     i  =  e  -     on  déduit  : 

i--'-  =^  le  -j       =  e  -        =  6". 
Donc  enfin  {i^'Y  =  <^"  c~-'^  =  e~~. 

On  arrive  au  même  résultat  de  la  manière  suivante  : 

t-        — 1 
Donc  (i--y  =  (e'~y  =  e''""  =  e-~. 

555.  Théorème.  —  T(yut  nombre  com2:)lexe  est  une  puissance 
p^nncipale  de  i. 

Soit  un  nombre  complexe  :     c  =  ae^^  =  ga+î(9+2ft:r). 
Posons    z  =  i^. 

On  sait  que   i   représente  le  nombre  complexe   e    - 
On  doit  donc  avoir 

.7: 
OU  e''2^e''2»"  =  ga  +  i0gJ2fc;r 

ou  i^œ  =  7.  -\-  iH 

9^■  2h        .2a 

d'où  X  = ^  {y.  -\-  iH)  ^ z  — • 
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20_  .sa 

Donc  .T  =  e«+'{0  +  2'^'^)  =  i  «    '  '. 

556.  Corollaire  I.  —  On  a  aussi,  en  observant  que     i-  =  —  1  : 

fQ     .a.\  e     .a  0     .a 

En  efïbt,  —  1  =  e'~;  or,  -  est  la  valeur  principale  de  l'argument 
T  +  2/^7:  ;  donc, 

0_.a  .    rO_a'\ 

(_  1)::     'S  _  ^'''U     'tJ  _  ^r(O-fa)  _  ga^/O  _  ^^^ 

557.  Corollaire  II.  —  Le  nombre  e'  est  la  puissance  priiicipale 
(  -  j       de  i  e^  la  puissance  jn'incijjale  f  -  j        <^/e  —  1  : 

.1  j_  1  

gi  _  g''S  _  (gÏT^j-  _  (_  1)7:   _    Y—  1. 

CHAPITRE  VII 
Logarithmes  de  base  complexe. 

558.  Théorème.  —  Deux  nombres  complexes  quelconques 
p  et  q  étant  donnés,  il  existe  une  oo-  de  nombres  r  tels,  que 
parmi  toutes  les  valeurs  de  ((p))'"  il  en  existe  une  égale  à  q. 

Soit  en  effet    r  =  a  +  i'j.. 

On  doit  avoir,  si  l'on  pose    p  =  e^^'' +*'(?' +-'^") 

q  ^=  gaj  +  i(i3j+2/î7:). 
(/ga,+?'.3,  +  2ft-;y/.  +  i;j.  ^  ga,  +  n.3j  +  2/iK) 

ou      [y.,  +  /  (.3i  +  2A'-)]  (A  +  }<x)  =  a,  +  i  (,3,  +  2/^-)   pllod.  /2-). 
Cette  relation  est  satisfaite  pour  tous  les  nombres 

a,  .+  i  ({3,  +  27?7:)   ^  [g,  +  /  (^,  +  2M]  [g,  -  /  (.3.  +  2k-r:)\ 
^'  +  ''''       a,  +  i  (13,  +  2A'.:)  aï  +  (.3,  +  'Ik^zf 

On  constate  que  A  -[-  ^;j^  dépend  de  deux  paramètres  indépen- 
dants :     k  et  11. 

559.  Définitions,^  —  L'ensemble  des  nombres  /'  tels,  que  parmi 
toutes  les  valeurs  de  ((/j))''  il  en  existe  une  égale  à  q,  s'appelle  le- 
logarithme  général  de  q  pour  la  base  p. 

Il  est  représenté  par  le  sj-mbole  i?og,,^. 
On  a  donc  en  vertu  de  ce  qui  précède  : 

i?og  ./  =  ^^M  ^  \^q  +  i2hj-^  ,y 

-  ^"^       \ogp       \gp  +  i  2kT.  ^^ 
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W.-R.  Hamilton  appelle  l'entier  h  le  rang,  et  l'entier  k  Vordre 
du  logarithme  général  de  q  pour  la  base  j;. 

560.  Le  logarithme  général  d'ordre  0  est  un  nombre  fonction  de  h 
tel,  que  la  puissance  principale  p'  est  égale  à  q.  Nous  l'appellerons 
logaritlune  simijle  ou  simplement  logarithme  de  qponr  la  base 
p.  Nous  le  représenterons  par    logp^.     On  a  donc  : 

-  log^^       \gq  -{-  i2hT. 

561.  Enfin  le  nombre  unique,  de  rang  0  et  d'ordre  0,  sera  appelé 
le  logarithme  principal  de  qponr  la  base  p,  et  sera  représenté 
par  'igpq.  D'où 

lo-  //  =  IM.  (-31 

Entre  les  logarithmes  simples  et  le  logarithme  principal  pour  la 
base  jt  on  a  la  relation  : 

.  Ig^'    ,    i2hTz 

OU  logpq  =  \gpq  +  i2h-^lp.  (4) 

562.  Remarque.  —  Si  nous  supposons  p  =  e,  on  obtient  pour 
expression  du  logarithme  général  pour  la  base  e  : 

Les  logarithmes  simples  sont  les  logarithmes  naturels  tels  qu'ils 
ont  été  définis  antérieurement  ;  en  effet,  pour  k  =  0  on  trouve  'iogq; 
ce  fait  justifie  les  notations  choisies  (522  et  523). 

563.  Théorème.  —  Les  logarithmes  simples  pjour  nne  base 
qiielco7ique  p  s'obtiennent  en  multipliant  les  logarith)nes 
nafiD'els  pjar  l'inverse  du  loga)'ithme  priticipjal  de  la  nouvelle 
base. 

Ce  théorème  résulte  de  la  formule   (2). 

564.  3lodiile.  —  :; —  s'appelle  le  module  absolu  pour  la  base 
p  et  se  représente  par  M^j. 

D'où  la  formule  log;,^  =  M^.log^^r.  (6) 

On  a  de  même  pour  le  logarithme  principal  : 

\gpq  =  Mp  ]gq.  (7) 
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565.  l^roifti'iôiÔN.  —  Du  ihcorcme  précédent  et  des  propriétés 
des  logarithmes  naturels,  résultent  les  formules  : 

^ogr(pq)  --  logrp  +  log,.^         (.mod.  i-Z-Mr)  (8) 

log,.^-  =:  log,.;^  —  \ogrq        (.mod.  /27:M,.)  (9) 

lgr(;>'7)  -^  lg;7>  +  Ig'-'i  +  i'Ih-Mr  (10) 

lg;|  =  ^^rp  —  \grq  +  i  2A'7:M,  (11) 

566.  Théorème.  —  Tout  logarithme  naturel  d'une  jouissance 
générale  [ou  principale]  d'un  nombre  est  congru  (^mod.  i2Tr) 
au  produit  du  logarithme  naturel  [principal]  du  nombre  par 
l'indice  de  la  puissance. 

Soient         p  =  ea  +  /!e  +  2fc;r)  _  7-  <  9  <^  _^  7- 

q  =  \-Y  iii.. 
On  a  : 

Donc  log((p)X/  EE  [a  +  «(9  +  2^71)]^'  ou  g  logjî  (.mod.  i^-rz)  (12) 
et  log;//  ^  (a  +  i^)q  ou  g  Ig^;  (:)rcod.  i2-)  (13) 

567.  Corollaire.  —  Toid  logarithme  simple  poiir  une  base 
quelconque  r,  d'une  pjuissance  générale  [ou  principale]  d'un 
nombre,  est  coiajru  (.mod.  r27LM,.)  au,  produit  du  logarithme 
simple  [ou  principal]  du  nomb}'e  par  l'indice  de  la  puissance. 

En  effet,     logv((p))î  =  M,..logM'/  =  Myqlogp  +  i2/i7rM,. 
ou  log,-{{pjp  =  qlogrjo  +  i2k-!zMr.  (14) 

De  môme  : 

\ogrp'^  =  M,.logj>î  =  M^glgi^  +  i2kTMr 
ou  log,.Ji>«  =  ^lgVi>  +  i2kTMr.  (15) 

568.  Remarque.  —  Pour  les  logarithmes  principaux,  on  a: 
Pour  la  base  e  : 

^SiPP  -  q^ëP  +  ^^k-rJJ  +  r2/?7r  (16) 

i^  +  2k7z))l  +  [i-a        1         .    /         ((e  +  2/.'7r))A  +  !^a    ,     1 
/""  27c  2^'^"^  2^=  "^2 

et  Igp'i  =  q  \gp  +  i  2hT.  (17) 

6).  +  ua        1        ,     ^        ex  +  ua    ,     1 

27c  2^  '^  "^  271       ^  2 
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Pour  une  base  quelconque  r  : 

1&-  iPt'  =  <1  IgriJ  +  i2-^r{kq  +  h)  (18) 

((0  +  2A'7z))A  +  .'^a        1  ^  ;,  ^'         ((^  +  2/' -^)  A  +  ,.17.         1 
2^.  2  "^  2^r  2 

et  \grp'i  =  (/  IgriJ  +  «2/i-M,.  (19) 

^>-  +  ,^^-       l^  h  ^       ^>-  +  [^g   ,    1 

27^^  2  ^  ■ïriz  ^  2' 

569.  Module  relatif.  Théorème.  —  Lc^  logarithiJies  simples 
pour  une  nouvelle  base  s'obtiennent  en  viitltijjUant  les  loga- 
rithmes simples  pour  l'ancienne  base  par  l'inverse  du  loga- 
rithme pjrincipal  de  la  nouvelle  base  pour  l'ancienne  base. 
On  a  en  effet  : 

De  ces  relations  on  déduit  : 

,  logpA/  X  Ig;^       logpO'       - 


Ig,,/-  X  V-i,        lg>/'  ^^^^       Ig,,/' 

570.  Définition.  —  Le  nombre  :; s'appelle  inoônle  du  siistème 

lg>/' 

à  base  r  relativement  au  systè)ne  à  base  p.  On  le  représente 

par  M,.,^,. 

On  a  donc  logr^  =  log;,g  X  Mr,p.  (20 

Cette  relation  doit  être  entendue  comme  suit  :  toute  valeur  du 

premier    membre    est    une    des    valeurs    du    second    membre    et 

réciproquement. 

571.  Théorème.  —  Le  module  relatif  "slr,p  est  le  quotient  des 
modules  absolus  Mr  et  M^. 

En  effet  : 

^'''••^       lg,,r       Igr       Igr  •  lg7>        Mp  ^^'^ 

572.  Théorème.  —  Toute  valeur  du  logarithme  général  d'un 
produit  est  une  des  valeurs  de  la  somme  des  logarithynes 
généraux  des  facteurs. 

En  effet  : 

et       i^og,-;.  +  i?og.g  =  ,  ^  /(|^|  o/^)  +  a  +  i(^2M  ' 
or,  (528)         log(;:'5')  =  log;:>  +  log(^        (.mod.  2/-). 
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/  2/"-  A 

Donc,    ^O'irUiq)  est  congru    f  cmod.  r-^  J    a  toute  valeur  de  la 

somme  £'ogrP  +  ^'oQrQ  pour  la(iuelle  on  prend  l  ^  h  =  k;  mais 
toute  valeur  du  second  nombre  n'est  pas  une  valeur  du  premier. 

573.  Corollaire.  —  Même  propriété  pour  le  logarithme  général 

d'un  quotient. 

574.  Théorème.  —  ToiUc  valeur  du  prodiiU  paj-  l'indice  de  la 
puissance,  du  logarithme  général  d'un  nombre  complexe,  est 
une  des  valeurs  du  logarithme  général  de  hf  puissance  générale 
de  ce  nombi'e ;  mais  non  réciproquc/nent. 

on  a  .       i.og,  [[pw  -     j^g^,  a  4-  i  (P  4-  ^k-rz) 

^  a  logM  q  logw 

et  q  e^%rP  =    ,  =  — ,     •  ,o    ,    Oh   ^• 

Or,  on  a  vu  que     log  ((p))^  =  q  \ogp  +  i2lr.. 

Donc  toute  valeur  de  q  S'ogrP  est  égale  à  l'une  des  valeurs 
de  I^ogriipp,  obtenue  en  prenant  h  =  h  et  /  =  0;  mais  la 
réciproque  n'est  pas  vraie. 

On  peut  écrire 

^ogr  ipp  =  q  ^ogrp  +  l^r 

575.  Corollaire.  —  Pour  les  puissances  principales  : 

r>r.cr   m  -  ^Qg^^'^  _    ^  ^gP  +  i  2^1^ 

On  voit  qu'il  n'y  a  aucune  relation  entre  ces  deux  nombres,  sauf 
dans  le  cas  où  q  est  un  nombre  réel  commensurable. 

576.  Théorème.  —  Le  logarithme  principal  d'un  nombre  p 
dans  le  systmie  de  logarithynes  dont  il  est  la  hase  est  égal  «  + 1  ; 
S071  logarith?ne  simptle  est    1  +  /  2/v-M^,. 

En  efifet  :  lg,,p  =  |||  =  +  1 

et  log„?:>  =  -r^^  =  "^ =  1+2  2,%7rM„. 

577.  Remarque  I.  —  Du  logarithme  général  on  ne  peut  rien  dire. 

En  effet  :  Sog^p  =  J^  =--  \«>'  +  '  ;f  ■"■ 

^'^-^       \ogp       \gp  +  /  2^2- 
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Remarq 

est      M/  ==  — 


578.  Remarque  II.  —  Le  module  absolu  du   système  à  base  î 
2i 


1  1  9i 

En  effet  :  m»  =  =^  =  —  =  —  — • 

lg^       i-  'K 


CHAPITRE   Vm 

Nombres  trigonométriques  de  nombres  complexes. 

579.  Définitions.  —  On  appelle  cosinus  et  sinus  d'un  nombre 
complexe  z  =  x  -{-  iy  les  limites  respectives  des  séries  : 

-2  -4  -G  -8 


[2+14        [6  +  [8        ■"  ^^^ 


v3 


et  -  —  n.  +  p  —  p  +  ...  (2) 

Ces  limites  existent,  c'est-à-dire  que  les  séries  (1)  et  (2)  sont 
convergentes,  parce  que  les  séries  constituées  par  les  modules 
le  sont.  On  représente  ces  nombres  complexes  par  les  symboles 

cos^  =  cos  {x  +  iy) 
et  sin  z  =  sin  {x  +  iy). 

On  appelle  tangente,  cotangente,  sécante  et  cosécante  de  z  les 

.  ...    sin;r       cos^         11  ,,  , 

nombres  respectifs  •>     -. •>     ■>    -: — •>     que    1  on    repre- 

cosc      smc       cos^      sm.c 

sente  par  les  symboles  tg;::,  cotgxr,  ?,ccz,  cosécz. 
580.  Propriétés.  —  Si  l'on  considère  la  série  : 


iZ     .     l-Z' 


7  3-3 


^  +  [1  +    [2   +    [3   +  ••■ 


-3  -5  -7 


on  voit  que  e'-  =  cos^  -\-  i  sinc^,  (3) 

formule  qui  n'est  autre  que  la  formule  t/'EuLER  (508)  généralisée. 

De  même  :  e~^^  =  co?,z  —  i  sin^.  (4) 

581.  On  déduit  de  là  :     cosxr  =  -  {e'=  +  e-")  (5) 

sin.-  =  ^(e^---  — e-'--).  (6) 

582.  Or,      e'=  =  ^i'^  +  ly)  ==  ^—y  qIx  ^  g— y  ^iix  +  ikii]  ^  Qi!z+2lŒ) 

et  e-^^  =  e-«(=+2ftK). 
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D'où  COS.-:  =  cos  {:■  +  2/^7:)  (7) 

sin.^  =  sin  {z  +  2/.'-).  (8) 

583.  De  plus,  on  voit  que,  par  suite  de  leur  définition  : 
cos^=      cos  ( — :■)    ou    cos  (•i/,'-  —  z)  =      cos  {2h~ -\- ::)  (9) 

et  sin.r  =  —  sin  (—  z)    ou    sin  (2/.'-  —.')  =  —  sin  (2kT.  +  -)•  (10) 

584.  Enfin,  en  multipliant  (3)  et  (4)  membre  à  membre,  on  a  : 

cos'-'^  +  sin^^  =  e'=.e-'=  =  1.  (11) 

585.  Des  formules  (5)  et  (6)  on  déduit,  d'autre  part  : 

COS^  =  -  [e-!^  ei[x  +  2l{r.)  _|_  Qy  g-ra;  +  2ft:7j 

=  9  [<^~^  +,  e^]  cosj:-  ^  ^  [e-y  —  e'J]  sinj-  =  a  +  ib.     (12) 

sm;r  =  -^  {e-y  eî(^+2ftîî;  _  ev  e-'^"'^-'^'^A 
2i 

1  i 

=  9  [e-'  +  <^~'']  sinj"  +  ^[ey—  e-y]  cos.r  =  «'+  ib'.     (13) 

586.  Appliquant  ces  formules  au  cas  où     x  =  0  : 

cosii/  =  -  (e-y  +  ey)  (14) 

sin  /(/  =  -  (ey  —  e-y).  (15) 

587.  D'où  l'on  conclut  : 

cos  (x  +  iy)  =  cos^  cos/i/  —  sinj"  sin /y  (16) 

sin  (x  +  iy)  =  sin  a:?  cosfy  +  cosj"  sin?y.  (17) 

588.  Des  formules  (5)  et  (6)  on  déduit,  si  l'on  pose 

xr,  =  j-i  +  hjy,    z.  =  X.  +  iy-i 
et  -  =  -j  -1-  z.  =  {x^  +  x.^  +  i  (yi  +  2/2)  : 

cos  (Cl  +  .-,)  =  -1  [e'-(=,+--.)  4-  e-'(-+-)], 

sin  (.^1  +  .%)  =  ~  [e»(--.+^^)  —  e-'(--.+-^^)]. 

Or,     e'f^'+-*'  =  e'^'  e'-î  =  (cos^i  +  i  sin.-:i)  (cos.^.,  +  i  sine..) 
=  eos^i  cos^g  —  sinxTi  sine,  +  i  (coscj  sin.-:^  +  sin^i  cos.;o) 
g-i(s,+Zî)  ^  g— 4-1  g— «-Ï  =  (cos;;i  —  i  sin  Cl)  (cosc.  —  i  sinCo) 
=  cosc^i  cos^o  —  sinc^i  sin;;o  —  i  (coscj  sinCo  +  sinci  cosco). 
D'où  l'on  tire  : 

cos  (Ci  +  ^o)  =  cos  Cl  cosc^o  —  sin  Cl  sincr,  (18) 

sin  (Ci  +  Co)  =  sinci  cosc»  +  cosci  sinc^o-  (1^) 
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Les  formules  (16)  et  (17)  ne  sont  que  des  cas  particuliers  des 
formules  (18)  et  (19). 

589.  Remarque.  —  Des  relations  fondamentales  qui  précèdent 
résultent  pour  les  nombres  trigonométriques  des  nombres  complexes 
les  mêmes  propriétés  que  pour  les  nombres  trigonométriques  des 
angles  dont  les  mesures  sont  des  nombres  circulaires  réels. 

590.  Théorème.  —  Les  sinus  ainsi  que  les  cosinus  de  deux 
nombres  comjjlexes  conjugués  sont  deux  fiotnbres  conjugués. 

Cela  résulte  des  formules  (16)  et  (17)  dans  lesquelles  cos/?/  est 
un  nombre  réel  (14). 

591.  Calcul  de  tg  {x  +  iij). 

sin  (x  -\-  nf) 

On  a  par  défmition  :     tg  (x  +  iii  = ) ^^ 

^  ^  ^  -^       cos  (j?  +  ly) 

Pour  rendre  réel  le  dénominateur  de  cette  expression,  il  suffit 

de  le  multiplier  par  son  conjugué    cos  {x  —  iy). 

sin  {x  +  iy)  _  2  sin  {x  -f  iy)  cos  {x  —  iy) 

cos  {x  +  iy)       2  cos  {x  -\-  iy)  cos  {x  —  iy) 

_  sin  2x  +  sin  2iy       2  sin  2.2"  +  4  cos  iy  sin  iy 

cos2j:?  +  cos2iy  2  cos 2^  +  2  cos2iy 

d  ou  tg  (0,  +  .y)  ^    2  eos2x  +  U  +  .-'^  •  (-"' 

tg  '2/  =  '  (JtÎfï)  =  '  &r^}  ^"''' 

592.  Remarque.  —  Les  tangentes  de  deux  nombres  complexes 
conjugués  sont  deux  nombres  conjugués. 

593.  Problème  L  —  Un  nombre  com2olexe  étant  donné,  ccdcider 
les  nombres  complexes  dont  il  est  le  cosinus. 

Soit  un  nombre  complexe  donné    a  +  ib  =  e^+'lP+s'f't). 
Soit    z  =  X  -{-  iy    le  nombre  cherché. 
On  doit  avoir    cos;;  =  a  +  ib 
ou        cos  (x  +  iy)  =  cos^  cos  iy  —  sin^  sin  iy  =  a  +  ib. 

Or  cos  iy  est  un  nombre  réel  positif,  et  sin  iy  est  un  nombre 
imaginaire  pur.  Donc  : 

cosj?  cos  iy  =  a  (1) 

+  sinj*  sin /y  =  —  ib.  (2) 

Éliminons  iy  : 


cos  ty  =  — —  sin  ty  =  —  t 


cos^  "  sm^ 
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d'où  cos-  /f/  -f-  sin-  ly  =  l 

==a^l  +  tg^r)- 


h"  (1  +  tg^a?) 


D'où  l'équation  :     a^  tg^r  +  {(('-  —  h^  —.1)  Ig^j-  —  ^^2  _  0.  (3) 
De  (1)  et  (2)  on  déduit  également 

igiy  =  —  t-  cotga?  =  i  ^5^+1  (^) 

1 COtgiP  ,  Q  ,  .  ,  ^, 

d'où    e-'y  =  ^'  =  ^Q^gJ^-^Q^-g-^  =  sin  (j-  -  (3) 

,        />      ,  cotg3  +  cotgj:'       sin  (j^  +3)        ^  ' 

\    -\ COtg  J^  O  I         .  D  V  >       1    / 

De  l'équation  (3)  la  racine  positive  convient  seule  pour  tg^^  : 

h-  —  a-  -\-  1  4-  V(^^'  —  <^'-  +  0'  +  -1  'f-^- 
ig'X  = . 

D'où  l'on  tire  pour  tgj*  deux  valeurs  symétriques. 
Pour  X  on  obtient  donc  quatre  valeurs  : 

œ^  =  2/,'7r  +  Xq  Q  <  Xq  <^ 

^3  =  2/.',t:  —  Xo 
;r4  =  2A":r  +  7z  —  ^0- 
Mais,  en  vertu  de  l'équation  (1),  cosj'  doit  avoir  le  même  signe 
que  (I. 

Donc,  une  seule  des  valeurs  x^^  ou  x^  ainsi  qu'une  seule  des 
valeurs    x^    ou    x^  peuvent  convenir.   Ces   valeurs   doivent   être 
Xi  et  j"3  ou  X2  et  x^,  suivant  que  a  est  positif  ou  négatif;  soit 
x^  =  Xq  ou  tï  —  Xq   suivant  que  «est    >  0  ou    <  0. 
On  aura  les  deux  solutions  :       x  =-  2A'7:  +  ^' 

et    X  ^  2kT.  —  x\ 
Pour  que,  parmi  toutes  les  valeurs  de  y  qui  satisfont  à  l'équation 
(5),  il  y  en  ait  une  réelle,  il  faut  et  il  suffit  que  les  valeurs  de  x 
rendent  positif  le  second  membre  de  celte  équation. 
Il  faut  et  il  suffit  donc  que  l'on  ait 

(1 cotg  j'O  (1  +  -  cotgir)  >  0    ou    ig-x ^  >  0. 

Or  dans  l'équation  (3)  il  y  a  une  racine  positive  et  une  négative. 

Pour  que  la  condition  tg-j:^  >  —    soit  satisfaite,  il  faut  et  il  suffît 

a" 

donc  que   /"  (  -^  1    soit  négatif,  ce  qui  est  vérifié  ;  en  effet  : 
f{^]  =  n-^-\-(a'  —  b'  —  1)  —,  —  b-=^ v- 
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Les  valeurs  2liT.  +  oc'  et  2k~  —  x'  donnent  pour  y  deux 
valeurs  symétriques  y'  et  —  y'  :  cela  résulte  soit  de  l'équatioii 
(4),  soit  de  l'équation  (5). 

Le  problème  admet  donc  toujours  deux  solutions  : 

zJ  =  2A'7T  +  (^'  +  nj') 

z"=2JiT.  —  {x'  +  iy'). 

Les  nombres  z  se  représentent  par  le  symbole     arc  cos  {a  -\-  ib). 

594.  Cas  particuliers  L  —  Si  le  cosinus  donné  est  un  nombre  a 
réel,  positif,  supérieur  à  +1,  on  obtient,  en  faisant  h  ^-  0  : 

\—ri--y-\^{\—(i-f      \  —  a-  +  cr-  —  l  ,      ,      ^ 

tg-^  = ^iè ~  = 2& ^'^'^        «--1>0 

'd'où        tg-j'  =  0        et        X  =  2k-  ou  2/.'-  +  -. 

L'équation  (1)  indique  que  cosjr  doit  être  >  0.  Donc  la  seule 
solution  admissible  pour  x  est  x~=  2kT.. 

cos  iy  =  a  =  -  {e-v  +  e^) 

d'où  e-^  —  2r/c-''  +  1  =  0 


ev  =  a  ±  \  a-  —  1  (t/"-  >  1), 

Ces  deux  valeurs  étant  inverses  l'une  de  l'autre,  il  y  a  pour  y 
deux  valeurs  symétriques.  On  peut  calculer  y  par  logarithmes  : 

e-'j  -\-  ev  =  2a 
e-y  .ey  =  +  1. 

Donc  on  peut  poser    ey  =  tgcs      et      e~y  =  cotg'f, 

2 

Ci  se  calculant  à  l'aide  de  l'équation     tgcs  +  cotgcs  =  ^-^^  =  2a 

1  °  '    '        °  '        sm2'^ 

In 

OU  sm2'i  =  -  <  1. 

'        (( 

On  trouve  donc  pour  2-^  deux  valeurs  supplémentaires  comprises 
entre  0  et  t:,  d'où  pour  -^  deux  valeurs  complémentaires,  comprises 

entre  0  et  '^^ 

■   La  plus  petite  valeur  de  -:>  étant  'fo,  on  aura  pour  y  les  deux 
valeurs  : 

2/'  =  Igtgcpo  =TF-lgio  tg'fo 


Ml 


«t  y"  =  Ig  cotgcpo  =  —  j^  Igio  tg'fo. 
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Les  deux  solutions  sont  donc  : 
•    arc  cos  a  =  ( 

595.  II.  Si  le  cosinus  donné  est  le  nombre  i,  nous  faisons 
a  -=  0     et     b  --  1. 

D'où     tg^j:-  =  4-  oo     et     J7  =  2h7z  ±  ^  =  2k-  +  e^- 
L'équation  (2)  donne  alors 

tsin/y  =  —  i 
ou  ei(e+''  —  e-^)  =  —  2i; 

d'où  e-y  —  ev  =  £2. 

Pour  £  =  +  1,  e--'/  —  e^  =  2 

e-.'/.ey  =  i 
d'où  ev  =  tgcp    et    e-^  ===  cotgo, 

o  se  calculant  par  la  condition  : 

2 

D'où     2cp  =  ^     et  cp  =  ^;     y'  =  Igtg^  =  —  lgiotg25''. 
Pour  e  ==  —  1      in- ">■::,  =  —  1  •    2'-2  =  — •      es  =  —  =  - 

3—  7"  1 

d'où         ?/"  =  Igtg  -^'  =  —  Igtg  s'  =- —  j;f-  lgiotg25^. 
Les  solutions  sont  donc 


(  z^  =  27.'7r  +  ^-  +  — lg,otg25- 
l  z"  ==2/.'T:-|-^lgi„tg25«. 


596.  Problème  II.  —  Un  nombre  complexe  étant  donné,  cal- 
culer les  KDiiibres  complexes  dont  il  est  le  sinus. 

Par  une  méthode  identique  à  celle  sui^  ic  dans  le  problème  précé- 
dent on  trouve  les  deux  solutions  : 

^'   =  2kT.  -\-  x'  +  il/ 
xr"  =  2/,'7r  +  t:  —  u-' —  /y 
x'  étant  le  plus  petit  arc  positif  satisfaisant  à  l'équation 

fo-2  y'  -  ^'~  —  ^-  —  1  +  V(rr-  —  ff^  —  1)-  +  Ad-lr 
i^x  — 
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et  y'  étant  fourni  par  les  équations 

cos(^'  +  ri)         ""^       a 
Les  nombres  o:  se  représentent  par  le  symbole  arc  sin  {a  +  ib). 

597.  Problème  III,  —  Un  nombre  complexe  étant  dontié,  cal- 
culer les  no7nbres  complexes  dont  il  est  la  tangente. 

On  aura 

tg  {x  +  rij)  =  -^ — -^ — ^^  =  «  +  tb 

d'où      tg.'T  +  tg?y  =  a  +  /^  —  ai^xX^hj  —  ibigxtgiy. 
Or,  tg/î/  est  un  imaginaire  pur. 
Cette  équation  donne  donc  les  deux  équations  simultanées  : 

tgj"  =  a  —  ib  tg^  tg  il/  (1) 

tgiy  =  ib  —  a  tgx  tgiy.  (2) 

Éliminons  tg///;  le  système  (1)  (2)  est  équivalent  au   système 
formé  par  l'équation  (2)  et  l'équation  (3)  : 

{a  —  tg  j")  (1  +  ^/  tgj")  =  i'~b'~  tgx  =  —  b"  tgx 
ou  a  tg2./-  —  (a-  -]-  b-  —  1)  tg^  —  a  =  0;  (3) 

d'où      tgj-  =  ^^  [a-  +  //-  —  1  ±  \  {a-  +  b-  —  1)-  +  4a~].      (4> 

Le  produit  des  deux  racines  est  —  1. 
Les  solutions  sont  donc    x^  =  2k-  +  j^,, 

iT,  =  2k~  +  t:  +  ^0 


X3  =  2k-  +  ^'  +  ^1 


9. 


0 


X,  =  2//7t  +  ^'  +  ^, 


Si  dans  (2)  on  remplace  maintenant  tg  /i/  par  1 1    .^ 
on  obtient  :  e-^  =  —^ — r y  (o) 

r/  tgJ7  4-1  —  (^ 

Pour   que  2/  soit  réel,  il  faut  et  il   suffît  que  e-^   soit  positif; 
c'est-à-dire  que  l'on  ait 

{a  tgx  +  ^^  +  1)  (a  tgx  -\-  l  —  b)  >  0 
ou  (  tgx  +  ^4^1  ftgx  +  ^-^^  >  0. 
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C'est-à-dire  que  lg.r  doii  (Hre  extérieur  ù  l'intervalle 
b  +  \        h  —  l 

Or,  dans  l'équation  (3)  on  trouve  : 


Ces  deux  nombres  étant  do  signes  contraires,   il  y  a  une  des 
racines  de  l'équation  (3)  et  une  seule  comprise  dans  l'intervalle 

^t_  ... Cette  racine  est  donc  à  rejeter.  L'autre  racine 

convient.  Il  faudra  donc  prendre  pour  .r,  ou  bien  j-,  et  x.^  ou 
bien  x^  et  x^.  Ces  deux  valeurs  introduites  dans  (5)  donneront 
une  même  valeur  pour  y. 

Les  solutions  sont  donc  de  la  forme 

z'  =  2/.'-  —  x'  +  'i]f 

^"=2//-4--  +  .r'  +  ;/. 

Les  nombres  .":  se  représentent  par  le  symbole    arc  tg  {(i  +  ^'^)« 

598.  Remarque.  —  On  peut  donner  les  expressions  générales  de 
arc  cosj^,  arc  sinj"  et  arc  ig./'  en  utilisant  les  logarithmes  naturels. 

L  Soit  X  un  nombre  complexe,   et  c  =  arc  cos  j",   ou  >  =  cosc. 

Des  formules  : 

e'-  =  cos  z  4-  /  sin  c 

cos-c^  +  sin-^  =  1, 


on  déduit  :     e'=  =  jr  +  i  \  1  —  x-  =  x  ^  i\\  —  x-\ 


d'où  /;  =  log(j*  ±  /  \  i  —  ./'-) 


et  z  ^  —  /  log(j?  db  i\\  —  ^*"-). 


Les  nombres     j*  +  /  \  1  —  j--     et     x  —  /'NI—  •^■-     ont  pour 
produit  1  ; 

donc,        log(.r  —  /  \  1  —  x"-)  =  —  log(j"  +  /  \  1  —  x-) 


et      —  /  log(./-  —  ;  \  1  —  x~)  =  +  2  log(j:'  +  /■  \  1  —  x-\ 

On  a  donc  les  solutions  : 

\  —  'i  logf.r  +  /  \'l  —  xA 

arc  cosr  =  %  ,  , 

/  +  ;  log(j"  +  i  \'l  -  .rO 
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Remarquons  que  iog{x  +  /  \'l  —  œ-)  est  un  nombre  de  la 
forme  a  +  l  (,3  4-  2/.'-)  ;  donc, 

i  2I.-7Z  +  .3  -  h. 
arc  cos^  =  <     , 

(  27.-7:  -  [6  +  /a. 

599.  II.  Soit  œ  un  nombre  complexe,  et 

;r  =  arc  sin^î?        ou        œ  =  's,mz. 
On  aura 

e'-  =  cos j  4-  /  sin c  =  \/i  —  œ-  +  ix  =  ±  \i  —  x~  +  ix ; 

d'où  iz  =  log(±  \  1  —  .r-  +  ij') 

ou  ^  =  —  /  log(±  \  1  —  x^-  -\-  ix). 

Les  nombres  (+  \  1  —  x-  +  ix)  et  ( —  \  1  —  x-  -\-  ix)  ont  pour 
produit  ( —  1);  log( —  1)  -=  /2A'-  +  /-;  donc,  en  vertu  de  la 
formule  (1)  du  n'^  528, 

log(/j?  —  \  1  —  X-)  ^  i-  —  log(i.r  +  \'l  —  X-) 

et      —  i  log(/j;  —  \  i  —  .r-)  =  T.  -\-  i  log(/J7  +  \'l  —  j;-). 

On  a  donc  lès  solutions  : 

\  —  i  \og[ix  +  \'l  —  .//-) 

arc  sma?  =  /  ,  . 

/  +  -  +  /  \og{ix  +  \  1  —  ^-J. 

Remarquons  que  le  nombre  log(/d7  +  \1  —  z-)  étant  de  la  forme 
a  +  ^  (,3  +  2/»'-),  on  aura  : 

\  2k-  +  .3  -  /a 
arc  smj?  =       ,  ^        . 

l  2k-  +  ,:  _  p  +  ,a. 

600.  III.  Soit  X  un  nombre  complexe,  et  .r  =  arc  tgx  ou  x  =  tgcr. 

On  a 

sin^        1  c*-  —  (?-'-        1  e-'-  —  1 

tg  -  = "^-=  -^  -7^—1 jr  ^  -^   o;-  ,   ,  =  ^-  ; 

cos;^        i  e'-  +  e-'"        z  e-'-  -{-  1 

-,     ^■  ov-        1  -h  i^ 

de  la  on  tire  e-^-  = 


d'où  2ic^  =  lo" 


1  —  i^r' 
1  +  ix 


1  —  ix 


—  i  ,      l  -{-  ix 

et  .r=-— -logr ^• 

2  1  —  îx 

On  a  donc  la  solution  : 

,  ?■        1  +  /j; 

arc  tg.ï7  =  —  -  log-; r-- 

2        1  —  ?x 
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1  -\-  toc 
Remarquons    que    le    nombre    log^ r-     étant    de    la    forme 

a  +  /  (p  +  2/.'-),  on  aura  : 

arc  igx       —  -,  [a  -f  /,3  +  /"  2/.'-] 


2 
601.  Cic^nôraliNatioii  «lo  la  fbriiiiile  clo  .^loivrc. 

Les  délînitions  qui  tiennent  d'être  établies  des  sinus  et  cosinus  de 
nombres  complexes  vont  nous  permettre  de  généraliser  la  formule 
de  MoiVRE. 

Considérons  un  nombre  complexe 

2^  =  X  -[-  iy  ^  a  (cosQ  +  isinQ)  =  ea+;(e+2te)_ 
Nous  pouvons  poser    a  +  i  (0  +  2k7z)  =  iz 
ou  z  =  2hT,  +  8  —  h.. 

Nous  aurons  alors  en  vertu  de  la  formule  (3)  du  n°  580  : 
p  =  e'^  =  cos;;  -f-  i  sin^ 
=  cos(2Â;77  +  Ô  —  ?a)  +  i  sin(2;?7û  +  0  —  /a);  (1) 

formule  dans  laquelle  z  est  un  ensemble  de  nombres  binaires  dont 
les  parties  réelles  sont  des  nombres  congrus  (Ollod.  2-). 
Soit  z'  un  nombre  complexe  quelconque. 
On  aura  : 

((cos^  +  isin^))-'  =  {{é-y  =  (e'-y  e'"'^~-'  =  e^^+'^)-' &~^''=' 

Or,  e'^^'  =  cos^.^'  +  i  i\nzz', 

à  condition  de  donner  au  paramètre  h  qui  figure  dans  z,  la  même 
valeur  dans  cosxr;;'  et  dans  sin.rc'.  Toute  valeur  du  V  membre  e'-^' 
est  alors  égale  à  l'une  des  valeurs  du  2''  membre  cos^^^'  +  «sin-:^^', 
et  réciprofpiement. 

De  là  on  déduit  la  formule  de  Moivre  généralisée  pour  des 
valeurs  quelconques  de  ^  et  x::'  : 

((cosxr  +  isin^))='  =  cosxr^'  +  isin^;;'  (2) 

formule  dans  laquelle  zz'  représente  le  produit  général  de 

c-  =  2/v7z  +  fj  —  /a  par  z', 
c'est-à-dire  l'ensemble  des  nombres 

zz'  =  2kr.:.'  +  (8  —  m)z'. 


NOMBRES  TRIGONOÎVIÉTRIQUES  DE  NOMBRES   COMPLEXES.  185 

602.  Si  l'on  représente  par  Zq  la  valeur  de  ^  correspondant  à 
k  =^  0,  c'est-à-dire,  à  la  valeur  principale  de  la  partie  réelle  de  j  : 

^0  =  9  —  iy., 
on  a  e'-  =  e'^»  e'-^~'  =  e''". 

La  puissance  ^principale  d'indice  z-'  est  alors  : 

[e'^y  =  e(a+ie)='  =  e'-o='  =  cos^^o-'  +  «  sin^o-'- 

D'où  la  formule  de  Moiyre  généralisée  2^oiir  les  puissances 
jjrincipales  : 

(cos^  4-  i  sin^^)^'  =  cosc^o-'  +  i  sinzoz'.  (3) 

603.  Remarque  I.  —  Si,  au  lieu  de  poser  a  -j-  /  (0  +  2^-)  =  iz, 
on  pose  a  +  /  (0  +  2k-7z)  =  xr 

d'où  'h.  —  8  +  2h7z  =  h, 

on  obtient  :  e-  =  cos  iz  —  i  sin  iz,  (4) 

formule  aussi  remarquable  que  la  formule  d'EuLER  généralisée  (580), 
et  que  l'on  peut  obtenir  en  faisant  z'  =  —  i  dans  la  formule  de 
MoiVRE  : 

gz  _  e'-^(-i)  ^  ((e«2))-»  -=  ((cosc-  +  i  sin^))-*' 
=  cos  ( —  iz)  +  i  sin  ( —  iz)  =  cosiz  —  i  sin/>. 
De  même  :  e~~  =  cos  iz  +  i  sin  h. 

604.  Remarque  II.  —  De  la  formule 

on  dédmt,  en  vertu  de,  la  formule  (4)  ci-dessus  : 

z  =  cos(/log;r)  —  /sin(/log^^)  (5) 

d'où  ((4=' =  cos(/.^'log^)  —  isin(LVlog.^).  (6) 

Pour  établir  la  formule  relative  aux  puissances  principales, 
il  faut  connaître  la  valeur  de  ilogxr  correspondant  à  la  valeur 
principale  de  la  partie  réelle  de  ce  nombre  (602). 

On  a  :  .  log^  =  a  -h  i(0  +  2A'-) 

Ig-   z=   a  +    ilj  —  77    <    6    <C    -f  77. 

La  formule  (5)  devient  : 

z  =  cos  (/a  —  h  —  2/.'7:)  —  i  sin  (fa  —  9  —  27.-7:) 
=  cos  {h  +  2k-  —  iy.)  -f  i  sin  (h  +  2A'77  —  iy.)  ; 
d'où,  en  appliquant  la  formule  (3)  : 

-y  =  cos  [(8  —  iy.)z']  +  i  sin  [(0  —  h)z'] 

=  cos  ( —  iz'lgz)  -\-  i  sin  ( —  iz'lgz) 

ou  enfin  :  z^  =  cos  (i^'lg;)  —  i  sin  (iz'lgz).  (7) 
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605.  De  la  formule  (G)  on  déduit  : 

«^•Of  *""=  ii^-ùf  =  cos(/c'log.-=0  -  ;sin(;-Iog.^,) 

=  cos[^log^lC0s(^^3logxr.,)  +  log^iSin(/.t3iog.%)]  —  zsin[    ] 
De  la  formule  (7)  on  déduil  de  la  même  façon  : 

^i"'  '  =  ^1^'  =  cos  (/.-'Ig.-i)  —  i-  sin  {l:-'\gz,) 
=  cos  [l  IgCi  cos  felg-2)  +  Ig-i  sin  (/valg;,)]  —  i  sin  [     ] 

606.  Remarque  III.  —  Ii]n  particulier,  en  supposant 

—  7:  <  e  <  +  -, 

la  formule  (3)  donne  : 

(cos 9  4-  /sin 9)»  =  cosiG  +  is'miH  (8> 

et  (cosO  +  i!sinO)~*  =  cosi^  —  isin/0.  (9) 


QUATRIEME  PARTIE 
TERNIONS    ET    QUATERNIONS 


CHAPITRE  PREMIER 
Nombres  complexes  circulaires. 

607.  Orioiiialioii  «riiii  plan.  —  Tout  plan  divise  l'espace 
en  deux  régions.  L'une  est  dite  région  positive;  l'autre  est  dite 
région  négative. 

Y,T\.  plan  est  dit  orienté  lorsque,  autour  de  tout  point  du  plan,  un 
sens  positif  ou  direct  de  rotation  a  été  qualifié.  Nous  conviendrons 
d'orienter  tout  plan  de  telle  manière  que  le  sens  positif  soit  inverse 
du  sens  de  rotation  des  aiguilles  d'une  montre  couchée  dans  le  plan, 
le  cadran  regardant  la  région  positive. 

608.  Nous  appellerons  axe  d'un  plan,  tout  axe  perpendiculaire 
au  plan,  et  dont  le  sens  positif  soit  vers  la  région  positive  pour 
ce  plan. 

Tous  les  plans  parallèles  auront,  sauf  avis  contraire,  le  même 
axe  ;  c'est-à-dire  que  deux  plans  parallèles  sont  dans  des  régions  de 
noms  contraires,  l'un  par  rapport  à  l'autre. 

609.  Tout  axe  x  pris  dans  un  plan  le  divise  en  deux  deinï-planH ; 
l'un  est  dit  demi-plan  positif,  l'autre  est  dit  demi-plan  négatif. 
Le  demi-plan  positif  est  déterminé  par  la  lettre  servant  à  désigner 

im  axe  //  pris  dans  le  plan  et  tel  que  xij  =  +  ^'• 

Tous  les  plans  dont  nous  parlerons  par  la  suite  seront  toujours 
supposés  orientés. 

610.  Aii^Io  flo  doux  |»lan*^.  —  Lorsque  deux  plans  a  et  ,S  se 
coupent  suivant  un  axe  x,  si  en  un  point  O  de  x  on  mène  le  plan 
de  mesure  y.,  perpendiculaire  à  x  et  coupant  a  et  [B  suivant  deux 

axes  2/  et  ^  tels  que  xy  =^  xz  =  ^  -,  nous  appellerons  angle  des 

plans  a  et  ^3  énoncés  dans  cet  ordre,  ou  encore  angle  que  fait  jS  avec 

a,  l'ensemble  des  dièdres  dont  la  mesure  aJS  =  \jz. 
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C'est  l'angle  dont  doit  tourner  le  demi-plan  positif  de  a  pour 
coïncider  avec  le  demi-plan  positif  de  (ii.  Cet  angle  est  égal  à  l'angle 

ah  dos  axes  dos  plans  a  et  p. 

611.  AiijSfl**»  ejçaux.  —  Représentons  par  /  un  angle  radiant, 
considéré  comme  angle-directeur  dans  un  plan  dont  l'axe  est  /. 

Un  angle  quelconque  situé  dans  ce  plan  et  dont  la  mesure  est 
2kT^  +  0  est  le  produit  du  radiant-directeur  i  par  le  nombre  (0  -\-  2kTz). 
Nous  le  représenterons  par  le  symbole  i  (0  +  2/^7:)  ou  par  le  sj'^m- 
bole  plus  simple  iO,  dans  lequel  G  est  généralement  la  valeur 
principale  de  (0  +  2hT^). 

Deux  angles  sont  dits  égaux  lorsqu'ils  sont  situés  dans  le  même 
plan  ou  dans  deux  plans  parallèles,  et  qu'ils  sont  congrus.  Ils  sont 
représentés  par  une  même  notation  z8. 

Si  /'  est  l'axe  opposé  à  /,  on  aura  :    /G  =  /'  ( —  0). 

612.  Soiuiiie  j^ooiiiétriqiie  de  plii^^ieiirs  aii^leM,  — 
Deux  angles  ijGi  et  22^2  étant  considérés  dans  cet  ordre,  nous  appel- 
lerons somme  géométrique  de  ces  deux  angles  l'angle  /3G3,  construit 
de  la  manière  suivante  (fig.  1)  : 

Par  un  point    quelconque 

0  de  l'espace  on  mène  deux 
plans  respectivement  perpen- 
diculaires aux  axes  ij  et  i^', 
soit 2/ leur  intersection;  soient 
œ  et  z  deux  axes  passant  par 
0  et  situés  dans  ces  plans 
respectifs,  de  telle  manière 
que  l'on  ait  : 

angle  {xy)  =  ii^i 

angle  {yz)  =  iJï.;,. 

Fig.  1. 

Soit  2*3  l'axe  du  plan  xz    et    xz  =  2kT^  +  O3 

On  écrit  : 

{xz)  =  (xy)  -j-{yz) 

ou  tA  =  H^x  -f  «2^2- 

Il  est  aisé  de  voir  que  si  l'on  renverse  le  sens  positif  sur  y,  le  plan 
ainsi  que  la  mesure  de  l'angle  {xz)  restent  constants. 

On  voit  aussi  que  l'on  a  : 

COS63  =  cosQi  cosfJ.  —  sinOi  sinGj  cosiii.,. 
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La  somme  de  plusieurs  angles  énoncés  dans  un  certain  ordre 
s'obtient  en  faisant  la  somme  des  deux  premiers,  puis  la  somme  de 
l'angle  obtenu  et  du  troisième,  etc. 

613.  Remarque  I.  —  Si  l'on  choisit  les  sens  positifs  ?,,  i^,  i^,  de 
manière  que  ^i,  h.,  O3  soient  compris  entre  0  et  t.,  le  trièdrê  /\iJ'3 
est  le  supplémentaire  de  xi/z. 

La  figure  (1)  est  faite  dans  cette  hypothèse. 


On  a  alors 


ou  encore 


sinzji'; 


sin  hn 
sin?'i?3 


'sinio/'g' 
sin9i 
/\ 
sin  ?3?2 


sinij/oj 
sin^Q 


sin?  1/0 


sinOo  sin9i  sin  83 

614.  Remarque  II.  —  Une  somme  géométrique  d'angles  dont  les 
plans  se  coupent  suivant  un  même  axe,  est  un  angle  dont  le  plan 
ne  contient  pas  cet  axe. 

615.  \oiiibres  eomplexes  (*ireiilaii*os.  —  Considérons 
des  angles  î,{fii  +  2A'-),  i,((io  +  2^--)...  dont  les  plans  se  coupent 
suivant  un  axe  r.  Les  axes  ij,  /,...  de  ces  plans  seront  situés  dans 
un  même  plan  dont  l'axe  est  r  (flg.  2). 

Soit  p  l'un  de 
ces  axes,  et  pre- 
nons le  plan  77^, 
dont  l'axe  est  /, 
comme  plan  de 
repère. 

Les  plans  des 

différents  angles 

considérés  font 

avec  le  plan  de 

repère    rj)    des 

angles  dont  les 

mesures  sont  : 

/\ 

iii  =  Wj  +  2^77,     ii,  =  w,  +  2^-,  etc. 

Nous  appellerons  ces  angles,  les  azimuts  des  plans  considérés 
par  rapport  au  plan  rp. 

Un    angle    quelconque    2^{H^  +  2k-)    s'obtiendra    à    l'aide    du 
radiant  i,  au  moyen  d'une  double  opération  : 
1°  En  faisant  le  produit  1  {H^  +  2^-); 


FiG. 2 . 
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2"  En  faisant  tourner  l'angle  obtenu  autour  de  l'axe  r  d'une 
amplitude  Wj  +  2A;7r. 

Nous  synthétiserons  ce  double  traitement  en  appelant  mesure 
de  l'angle  /i(8i  +  2ïnz)  jxo-  rapX)ort  au  radiant  i,  le  nombre 
complexe  représenté  par  le  symbole  (0,  +  2/^77)  a"''+"^'^;  ou  bien, 
si  l'on  n'écrit  que  les  valeurs  principales  des  nombres  circulaires, 
par  le  symbole    Oja^'^'  dans  lequel  —  tî  <  (^i  et  Wj)  :^  -f  7:. 

Le  nombre  circulaire  Gi  +  2h~  est  le  tenseur  de  ce  nombre 
complexe,  que  l'on  appellera  un  nombre  complexe  cir^cidaire; 
Wj  +  2/v7r  est  son  a)-gument. 

Les  nombres  complexes,  mesures  de  vecteurs,  seront  dits 
Hnéau'cs. 

Un  nombre  complexe  circulaire  est  donc  un  ensemble  de  nombres 
complexes  linéaires,  de  même  argument,  et  dont  les  tenseurs  sont 
congrus  (.mod.  2-). 

616.  Remarque.  —  11  n'est  pas  étonnant  que  nous  représentions 
par  un  même  symbole  a^'^s  la  mesure  du  vecteur  /j  par  rapport  aa 
vecteur  i,  et  la  mesure  du  radiant  /j  par  rapport  au  radiant  i. 
En  efïét,  ?i  s'obtient  à  l'aide  de  i  par  le  même  traitement  qui, 
appliqué,  à  /  donne  i^  (25). 

617.  K^alito.  —  En  vertu  de  ce  qui  a  été  dit  au  n''  611,  deux 
angles  sont  égaux  s'ils  ont  même  mesure  et  même  azimut.  Il  en 
résultera  que  deux  nombres  complexes  circulaires  seront  dits 
égaux  lorsqu'ils  représenteront  deux  angles  égaux,  c'est-à-dire, 
lorsqu'ils  auront  des  tenseurs  et  des  arguments  respectivement 
congrus. 

618.  l*i*odiiit  4l''iiii  aiiâ^lo  par  iibi  iioiiil»ro  4*oiii|>loxo. 
Si    l'on    considère    un    angle    /i(8j    1-  2/î-)    dont    l'azimut    est 

iij  =  Wj  +  2/^71,  et  un  nombre  complexe  linéaire  Àa^"^,  on  appellera 
■pi-oduit  général  de  l'angle  en  question  par  ce  nombre  complexe 
l'ensemble  des  angles  ayant  pour  mesure  le  nombre  complexe, 
si  l'on  prend  pour  étalon  l'un  quelconque  des  angles  particuliers 
hi^h  +  2/i'i7:)  correspondant  aux  valeurs  particulières  du  paramètre/.'. 
Le  raisonnement  qui  a  été  tenu  pour  les  vecteurs  (n°  305)  montre 
que  pour  chaque  valeur  /,'i  de  /,*,  il  existe  un  angle  i.  (OiA  +  2Jx^rX) 

d'azimut  //o  ==  Wj  +  w  1  2A'7r  qui  répond  à  la  question.  C'est 
l'ensemble  i^i^?^  +  2/.'7:a)  de  ces  angles  qui  s'appelle  produit 
général  de  l'angle    i^  {H^  +  2A:7:)    par    Aa*'';    on  écrira  : 

lî,{H,  -h  2/.'7:)J  X  Àa*'^  =  lS,\  +  2/.'7:A),  ih  =  ^  "h  W- 
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L'angle  particulier  /,  (OjA  +  2/?-)  s'appellera  pi^oduit principal 
■ei  s'écrira  :    i^Hi  X  \a^'\ 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

619.  Théorème.  —  Le  produit  d'un  angle  par  un  nombre 
complexe  linéaire  est  un  a7igle  dont  la  mesure  est  le  produit 
de  la  mesure  de  l'angle  donné  par  le  tenseur  du  noynbre 
complexe,  et  dont  V azimut  par  rapport  au  plan  de  repère 
est  congru  à  la  somme  de  ra:.i}/uif  de  l'angle  et  de  l'arguntent 
/lu  )iO)nhre. 

620.  Corollaire.  —  Tout  angle  particulier  de  l'ensemble  /i(fji  +  2/.'-) 
est  le  produit  du  radiant-étalon  /  par  l'une  des  valeurs  du  nombre 
complexe  circulaire  (Oi  +  2/i'-)a"^' ,  w,  étant  l'azimut  de  l'angle; 
et  réciproquement. 

On  écrira  donc 

?,(ei  +  2/.'-)  =  /(Bi +  2A'-)aW.     ou      fiBi  =  fflia^'^.. 
En  particulier  :  /'i  =  i  x  a'''. 

621.  Rapport  de  ileiix  aiijs^les.  —  Théorème.  —  Deux 
angles,  dont  les  plans  se  coupent  suiva/if  un  axe  du  plan 
de  repè)'e,  étant  considéi'és  da)is  un  certain  ordre,  il  existe 
n)ie  oo-  de  non/bres  complexes  tels,  que  le  produit  du  second 
angle  pu)'  l'un  de  ces  7iombres  a  l'une  de  ses  valeurs  égale  au 
'pronier  angle. 

Si  l'on  considère  les  angles  i^  (Oi  +  2/.'-)   et   /,  (^2  +  2/z~)   dont 

les  azimuts  sont   ii^  =  Wi  -f  2/.'-   et  ïu_  =  oj,  +  2/.'-,  il  est  clair 

H.  +  2/,'- 
que  l'ensemble  des  nombres  complexes   ,         ^-^,—  a"'""^^  répond  et 

répond  seul  à  la  question. 

622.  Définition.  —  Le  nombre  général  en  question  s'appelle 
rajjjiort  des  deux  angles  considérés  et  se  représente  par  le 
syml)ole  : 

^(^i  +  S/.-t:)  _  0,  +  27.-7.  ^,,^_,.^^ 
?,(0o-2A-)        %-'2h- 

Le  nombre  particulier   ,  '  a^'^'-"^«  s'appelle  rapport  principal. 

Cij  et  (jo    étant  compris  entre   —  7:  et  +  ")• 

Le  produit  principal  du  second  angle  par  le  rapport  principal 
est  égal  au  premier  angle. 

623.  De  là  résulte  la  formule  :     -^  =  a"'. 
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On  a,  d'autre  part,  .'-  =  a"*. 


Donc,  -^  ^  -IL  =  a"'. 

i  i 

624.  Théorème.  —  Un  angle  et  un  nombre  complexe  étant 
donnes,  il  existe  une  infinité  d'angles  tels,  que  l'une  des 
valeurs  de  leu)'  produit  général  par  le  nombre  compdexe  soit 
égale  à  l'angle  donné. 

Si  l'on  considère  l'angle  /j  (61  +  2/27c),  d'azimut  iii  =  Wj  +  2Jnz, 
et  le  nombre  complexe  Aa^'^,  il  est  clair  que  tous  les  angles 

^2  (  Y  +  ^  ~y  )'    poi^'i'  lesquels       //.,  =  o^j  —  w, 

et  ces  angles  seuls,  sont  tels,  que  parmi  toutes  les  valeurs  du 
produit  par  la^,  il  en  existe  une  égale  à  /,(0i  +  2À'-). 

625.  Définition.  —  L'ensemble  de  ces  angles  s'appellera  quotient 
de  l'angle  donné  jjar  le  nombre  complexe  donné. 

Si  l'on  remarque  que  chacun  des  angles  en  question  peut  s'écrire 

l  (^  +  ^'  Ç  +  2hT. 

on  constate  que  le  produit  général  /i(8i  +  2^7r  H- 2^7:À)  n'a 
qu'une  seule  de  ses  valeurs  égale  à  l'angle  donné;  c'est  l'angle 
obtenu  en  faisant  h  =  0. 

626.  Remarque.  —  L'appellation  nombre  complexe  circidaire, 
usitée  seulement  lorsque  le  nombre  complexe  est  une  mesure 
d'angle,  n'influe  en  rien  sur  les  propriétés  du  nombre  en  question. 

627.  Do  la  eoii^laiito  a  «les  iioQiihrc^»  eoiiiplo.vejii.  — 
Jusqu'ici  nous  n'avons  considéré  que  des  nombres  complexes 
relatifs  à  un  plan,  ainsi  que  des  nombres  complexes  circulaires 
relatifs  à  des  angles  dont  les  plans  se  coupent  suivant  un  axe 
quelconque.  Ces  derniers  nombres  sont  les  mêmes  que  ceux  relatifs 
au  plan  perpendiculaire  à  cet  axe.  Nous  allons  maintenant  orga- 
niser les  symboles  représentatifs  de  ces  nombres  de  manièrfe  à  les 
rendre  aptes  à  représenter  des  nombres  complexes  relatifs  à 
dilïérents  plans. 

Considérons  un  plan  dont  l'axe  est  u.  Soit  Aa^  un  nombre 
complexe  relatif  à  ce  plan.  L'argument  6  est  la  mesure  de  l'angle 
vrO  par  rapport  au  radiant-directeur  u  du  plan;  et  si  \a-^  est  un 
rapport  d'angles,  6  est  la  mesure  d'un  dièdre  dont  l'arête  est  u, 
dièdre  dont  l'angle-plan  est  également  u^. 
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Nous  savons  que  le  symbole  a  peut  se  remplacer  par  e\  i  repré- 

sentant  le  verseur  a-,  c'est-à-dire  le  rapport  de  deux  vecteurs-unités 

Vo  et  Cl  tels,  que  angle  (viDz)  =  u  ^' 

Nous  disposerons  du  signe  i  pour  représenter  dans  le  symbole  a 
ou  e\  l'axe  k  du  plan  dont  il  s'agit.  A  cet  effet,  nous  représenterons 

le  verseur  a-  par  la  lettre  u  distinctive  de  l'axe  du  plan.  De  cette 
manière,  pour  le  plan  considéré,  on  aura 

îc  =  a-,    a  =  é?",    u  =  e'2,    Àa9  =  Xe"^   et   n-  =  —  1. 

La  lettre  i  ne  sera  conservée  que  pour  les  nombres  complexes 
relatifs  à  un  certain  plan  de  repère  dont  il  sera  parlé  bientôt. 

D'après  cela,  les  nom.bres  complexes  dont  il  vient  d'être  question 
aux  n°«  615  et  suivants,  étant  relatifs  à  un  plan  dont  l'axe  est  r, 
seront  notés  )gr;œ+2fc-), 

628.  Observation.  —  Il  semble  que  nous  créons  ici  une  confusion 
entre  deux  significations  bien  différentes  d'un  même  symbole.  Nous 
avons  en  effet,  dans  les  débuts  de  la  théorie  des  nombres  complexes 
relatifs  à  un  plan,  représenté  par  la  lettre  distinctive  d'un  axe  la 
mesure  du  vecteur-directeur  de  cet  axe,  par  rapport  à  un  vecteur- 
étalon  pris  dans  le  plan  en  question.  Actuellement  nous  utilisons 

cette  même  lettre  pour  désigner  le  nombre  a'S  unité  de  l'ensemble 
linéaire  des  imaginaires  purs,  relatif  au  plan  perpendiculaire  à  l'axe. 
Dans  ce  qui  va  suivre  nous  n'utiliserons  plus  jamais  cette  lettre 
dans  son  ancienne  signification.  Il  n'y  aura  donc  aucune  confusion 
a  craindre.  La  mesure  d'un  vecteur- directeur  v  par  rapport  à  un 
étalon  s,  lorsque  l'axe  du  plan  vs  est  noté  u,  sera  toujours  représentée 
dorénavant  par  le  symbole  e"0,  si  angle  (sv)  =  uh. 

629.  Eiiscniblo  circulaire.  —  Les  nombres  complexes  circu- 
laires de  même  argument  oj  sont  les  mesures  par  rapport  au  radiant- 
directeur  i,  des  angles  d'un  même  plan  dont  l'axe  est  i^.  Ils  consti- 
tuent un  ensemble  circulaire,  dont  l'unité  est  (1  +  2k-)e''''\ 
nombre  circulaire  qui  est  le  produit  du  nombre  circulaire  (1  +  2k-7z) 

par  le  verseur  e''^^  =  -^  =  ^. 
i         i 

L'ensemble  circulaire  dont  l'argument  estO  sera  appelé  ensemble 
circulaire  réel.  Son  unité  est  le  nombre  circulaire  (I  +  2k7z)e'''-\ 
produit  du  nombre  circulaire  (1  +  2^77)  par  le  verseur 

e'-«  =  ^=  '^  =  +  1. 
t         i 
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L'ensemble  circulaire  réel  se  représentera  donc  comme  l'ensemble 
cii'culairo  natui'ol  dont  il  a  d'ailleurs  toutes  les  propriétés. 

630.  Kiliiieiiihic  |»4»lairc.  —  L'ensemble  des  nombres  com- 
])lexes  circulaires,  mesures  par  rapport  à  i  d'angles  dont  les  plans 
se  coupent  suivant  un  même  axe  /%  s'appellera  rhsc/zfble  jtolr/irc 
l'elaCif  à  J'axe  r  et  se  représentera  par  la  notation  C,-.  Tout  nombre 
de  cet  ensemble  sera  noté 

(0  +  2/.'-)é"'(''^+'-'''^)     ou  plus  simplement    0(?'"\ 
Les  nombres  linéaires  de  l'ensemble  plan  d'axe  /■  :  P,-,  seront  notés 

Dans  le  premier  cas,  0  + 2/1'-  cstunnombrecirculaire;  dans  le  second 
cas,  À  est  un  nombre  linéaire  qualifié  ;  quant  à  l'argument,  w  +  2A'7:, 
c'est  toujours  un  nombre  circulaire.  Dans  les  deux  cas,  e''^'^  est  un 
nombre  linéaire. 

631.  An^lo  c|iiol<'oii(|iie.  —  Soit  un  angle  H  +  2/.'-  situé 
dans  un  plan  dont  l'axe  est  u  et  qui  coupe  le  plan  de  repère  rp 
suivant  un  axe  s.  L'angle  sera  représenté  par  le  symbole  u{H  +  2/.'-); 
le  nombre  complexe  qui  en  est  la  mesure  par  rapport  au  radiant- 
directeur  /  au  plan  rp  est  (8  -h  2k-)e^^^+-^~'\  si  co  est  l'angle  que 
fait  le  plan  de  l'angle  avec  le  plan  rp;  ou  encore, 

si  angle  {iu)  =  s  (w  4-  2//-). 

On  aura  :      u{h  +  2//t:)  =.  f  x  (0  +  2A'7:)e^'("^ +-'''; 
et  ^K^  +  2/,--)  _  (^  _|_  2/^-)e<'^+2^::). 


CH.\PITRE  II 
Quaternions. 

632.  l>4^niiitioii  «riiii  qiiatoriiion.  —  Xous  avons  défini 

un  nombre  en  général  comme  étant  le  rapport  de  deux  grandeurs, 
c'est-à-dire,  le  schème  mental  du  traitement  qu'il  faut  appliquer  à 
la  seconde  grandeur  pour  obtenir  la  première. 

Un  nombre  complexe,  rapport  de  deux  vecteurs  v^zy  et  v^^o„ 
ou  de  deux  angles  ^^i^i  et  iiJl,,  répond  à  cette  définition  générale 
lorsqu'on  ne  considère  qu'un  plan  dont  l'axe  est  déterminé,  ou 
lorsqu'on  ne  considère  que  des  angles  dont  les  plans  se  coupent 
suivant  un  axe  commun  connu  ésalemenl. 
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Si  l'on  se  transporte  dans  l'espace,  pour  que  le  rapport  de  deux 
vecteurs  soit  déterminé,  il  faut  qu'il  fasse  connaître  avec  précision 
l'axe  du  plan  des  vecteurs;  pour  que  le  rapport  de  deux  angles 
soit  déterminé,  il  faut  qu'il  renseigne  également  l'axe  commun  aux 
plans  de  ces  angles. 

Le  rapport  de  deux  vecteurs  ou  de  deux  angles,  ainsi  conçu, 
s'appelle  un  quaternion  ou  nombre  quaternaire  ;  ces  termes  se 
justifieront  lorsque  nous  aurons  constaté  qu'un  quaternion  est 
décomposable  en  une  somme  de  quatre  nombres  systématiques. 

Un  quaternion  étant  déterminé  mentalement,  il  faut  encore  que 
le  symbole  représentatif  de  ce  nombre  indique  tous  les  éléments 
dont  il  est  la  synthèse. 

633.  Un  nombre  complexe,  représenté  par  le  symbole  /.e''*^  dans 
lequel  ii  est  simplement  le  rapport  de  deux  vecteurs  -  directeurs 
perpendiculaires  pris  dans  un  plan,  est  le  rapport  de  deux  vecteurs 
<iuelconques    ^ipi   et   r'jo.j  de  ce  plan,  si  l'on  pose 

-^  =  A    et    tO-i  =  0  +  2A'-. 

Mais  si,  comme  nous  venons  de  le  dire  à  la  lin  du  chapitre 
précédent,  la  lettre  u  désigne  en  outre  l'axe  du  plan  des  vecteurs 
repéré  dans  un  système  de  trois  plans  >7^/,  alors  le  symbole  Ae"^ 
synthétise  deux  éléments  : 

1°  le  rapport  des  deux  cecteurs  dans  le  2^fan; 

2°  ta  position  du  pdan  repéré  dans  un  système  de  trois 
plans  rectangidai)'es  dont  tes  axes  sont    r,  p,  i. 

Ainsi  transformé,  le  symbole  Ae"®  convient  donc  à  la  représen- 
tation du  quaternion,  rapport  des  deux  vecteurs  ViCj  et  \oOo 
dans  le  système  trirectangutaire  rpi. 

634.  Les  axes  des  trois  plans  de  repère,   r,  pj,  i  sont  tels  que 

{''p)  =  ^  ::>'         (^''0  =  p  'i        et        {pi)  =  /"  5- 

635.  Remarque.  —  Nous  pourrions,  entre  les  nombres  complexes 
relatifs  à  un  plan  et  les  quaternions,  considérer  des  nombres  inter- 
médiaires dits  surcomplexes  ou  ternaires,  qui  sont  les  rapports 
de  vecteurs  quelconques  à  un  vecteur-étalon  pris  dans  un  plan 
de  repère  unique.  Mais,  pour  des  raisons  que  le  lecteur  comprendra 
aisément  lorsque  nous  dirons  un  mot  de  ces  nombres  ternaires, 
nous  avons  préféré  traiter  ces  nombres  comme  un  cas  particulier 
des  quaternions. 

E.  DuMONT.  Aritumétique  Générale.  14 
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636.  Les  quatcrnions  relatifs  à  un  même  plan  sont  dits 
copia  }iai)'e.s. 

La  lettre  ii  qui  désigne  l'axe  du  plan  d'un  quaternion  s'appelle 
Y  indice  de  ce  quaternion.  Les  quaternions  coplanaires  ont  donc 
même  indice. 

L'axe  du  plan  s'appelle  V axe  du  quaternion  ;  l'angle  u^  s'appelle 
Vangle  du  quaternion. 

Les  autres  appellations  :  tenseur,  verseur  et  argument  conser- 
Tcnt  la  signification  qu'elles  avaient  relativement  aux  nombres 
complexes. 

D'après  ces  définitions,  si  l'on  considère  deux  vecteurs  z^i'-^  et 
Pa'yo  d'un  plan  dont  l'axe  est  u,  et  tels,  que  {jc<>v^  =  îi  (6  +  %1it), 
on  aura  comme  expression  du  quaternion  qui  est  leur  rapport 
dans  le  système  trirectangulaire  de  repère  : 


Piî'i 


t\.  gM{6  +  2ft;:)  ^  Ae"®. 


P2^2  ^-^ 

637.  Nous  désignerons  systématiquement  par  ?r'  un  axe  parallèle 
à  u  mais  de  sens  positif  opposé.  Nous  l'appellerons  Yaxe  opposé 
à  l'axe  u.  Les  indices  u'  et  u^  seront  également  dits  :  indices 
o/jposés. 

638.  Produit   «riiii   ve<*<oiii*  par  iiii  (|iialeriiioii.  — 

Le  vecteur  o^i^  est  appelé  produit  du  vecteur  z.d\.  par  le  quater- 
nion Ae"^. 

On  peut  obtenir  ce  vecteur  en  )nulti])Ji(rrd  le  vecteur  o.,l\,  par  le 
quaternion  '/£"^\  c'est-à-dire  en  effectuant  une  double  opération  : 

1°  Multiplication  du  vecteur  oof,  par  le  tenseur  À  du  quaternion, 
ce  qui  donne  le  vecteur     Pifo; 

2°  Multiplication  du  vecteur  Pi^o  par  le  verseur  e"^  du  quaternion, 
c'est-à-dire,  rotation  du  vecteur  pif.^  autpur  de  l'axe  u  du  quaternion, 
d'un  angle  0  +  2A'7r,  argument  du  quaternion,  ce  qui  donne  le 
vecteur  z^k^. 

Tout  cela  n'est  (juc  la  répétition  de  ce  que  nous  avons  dit  à 
propos  des  nombres  complexes. 

Nous  avons  dit  à  ce  propos  également  que  ce  sont  ces  deux 
opérations  qui  justifient  les  termes  tenseur  et  zerseur. 

Nous  écrirons  : 
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Nous  ajouterons  que  l'on  peut  multiplier  un  vecteur  quelconque 
par  un  quaternion,  à  condition  que  l'axe  du  quaternion  soit  perpen- 
diculaire au  vecteur.  Si  cette  condition  n'est  pas  remplie,  il  ne 
saurait  être  question,  pour  le  moment,  du  produit  d'un  vecteur 
(|uelconque  par  un  quaternion  quelconque. 

639.  I']^alité  de  doux  c|iialeriiioiis.  —  De  ce  (jui  a  été  dit 
au  sujet  de  l'égalité  de  deux  nombres  complexes  d'un  même 
ensemble  plan  P„,  il  résulte  que  deux  quaternions  sont  égaux  : 

1°  Lorsqu'ils  ont  même  indice,  même  argument  et  même  tenseur; 

2°  Lorsqu'ils  ont  même  indice,  des  arguments  diamétralement 
opposés,  et  des  tenseurs  symétriques; 

3*^  Lorsqu'ils  ont  des  indices  opposés,  des  arguments  symétriques 
et  même  tenseur; 

4°  Lorsqu'ils  ont  des  indices  opposés,  des  arguments  supplé- 
mentaires et  des  tenseurs  symétriques. 

640.  On  pourra  donc  écrire  les  relations  suivantes  : 
Si  l'on  fait     ^  =  ^     et     A  =  1,     on  obtient  : 


M- 


e  -  =  —  e   -        ou        u  =  —  y'. 

641.  Remarque.  —  Les  quaternions  coplanaires  sont  soumis  aux 
règles  de  calcul  qui  ont  été  établies  pour  les  nombres  complexes. 

642.  Ver*^oiii*-qiiadi*aiit.    —   Un   verseur-quadrant  est  un 

verseur  dont  l'argument  est  ^.  Ainsi  que  nous  l'avons  déjà  dit,  un 

verseur-quadrant  se  représente  par  la  lettre  distinctive  de  l'axe  du 
plan  auquel  il  appartient. 

On  a,  quel  que  soit  l'axe  u  : 

u  =^  e  -        et        u-  =  c"~  =  —  1. 

643.  Quaternions  inverses.  —  Étant  donnés  deux  vecteurs 
Pi^i  et  pofo  dans  un  plan  d'axe  ?f,  les  quaternions 

et  ^^  =  -  e"(-^)  =  -  e"'*^  =  -  e!-")*^  =  -  e-*'^  =  — 

sont  dits  inverses  (l'un  de  l'autre). 
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Si  l'on  désigne  un  quaternion  par  la  lettre  q,  son  inverse  est 

1  1 

-  ou  q~^. 
q  ' 

644.  Théorème.  —  Le  produit  de  deux  qttaternions  inverses 
vaut  +  1- 

En  effet,    le"^  X  ^  e"(-'')  =  À  }-  e""+"î-«)  =  +  1. 

645.  ^iiattei*iiion*>4  4*onjiijS;iiô»«.  —  Si  Ton  considère  dans  un 
même  plan  dont  l'axe  est  u,  trois  vecteurs  :  o^v^,  pr.,  et  zVs  tels 
que     V1V2  +  V1V3  =  0,     les  quaternions 

i£l  _  X(,wo   et     -£^  =  Ae";-o-  =  — ^ 

sont  appelés  quaternions  conjugués  (l'un  de  l'autre). 
Le  conjugué  d'un  quaternion  q  est  noté  conj^  ou  K^. 

646.  Théorème.  —  Le  produit  de  l'inverse  et  du  conjugué 
d'un  quaternion  est  égal  à  VinKerse  du  carré  du  verseur  du 
quaternion  considéré. 

Soit  le  quaternion  Ae""  ;  son  inverse  y  e"^-®'  et  son  conjugué  ac"(-^'. 

On  a  : 

jl^Hf— 0)    X    A('!'(-0)  =  g» -26}  ^      ^ 


A^  ^'  f'2"f>        (r'"'J)- 

647.  Théorème.  —  Le  produit  d'uji  quaternion  et  de  son 
conjugué  est  égal  au  carré  de  leur  tenseur  co)nmun. 

re"'^  X  Ae"'-^)  =  a"-. 

648.  Remarque  I.  —  Lorsque  le  tenseur  d'un  quaternion  vaut  +  1, 
le  quaternion  est  un  simple  verseur.  Son  inverse  et  son  conjugué 
sont  alors  égaux. 

649.  Remarque  IL  —  L'inverse  et  le  conjugué  d'un  verseur- 
quadrani  u  sont  égaux  au  verseur-quadrant  opposé  u'.  On  a  : 

un'  =  +  1. 

650.  Théorème.  —  Le  conjugué  de  l'inverse  d'un  quaternion 
est  égal  à  l'inverse  du  conjugué. 

Soient  Àe"®,  Xe"(-^)  et  À-ie"!-0)  un  quaternion,  son  conjugué 
et  son  inverse. 

Le  conjugué  de  l'inverse  :  K(^0  =  )~ie"^. 
L'inverse  du  conjugué  :  {^q)~^  =  \-'^e^^. 
Donc  (Kg)-i  =  HQ~^)' 
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651.  Remarque.  —  Si  l'on  désigne,  comme  il  a  déjà  été  dit,  par 
r,  p  et  l  les  trois  axes  de  repère,  et  si  l'on  remplace  la  notation  p' 
par  J,  on  a  : 


i 

E.- 

r 

r 

J 

i 

J 

r 

P 

= 

r 
i 

V 

i 

J 

P 

i 

FiG.  3. 

652.  Nous  allons  maintenant  combiner  des  quaternions  d'indices 
différents. 

Les  quaternions  d'indices  opposés  se  transforment  en  quaternions 
coplanaires,  en  tenant  compte  de  ce  qui  a  été  dit  aux  n"""  639  et  640. 

653.  8oiiiiiie  clo  f|uatei*iiioiis.  —  Considérons  deux  quater- 
nions   \e^'^>     et    Àoé^'î'^^. 

Par  le  point  0  origine  des  axes  de  repère  r,  jj,  i,  menons  deux 
plans  respectivement  perpendiculaires  aux  axes  i^  et  ?',  des  quater- 
nions. Soit  r  l'axe  d'intersection  de  ces  deux  plans. 

Prenons  sur  cet  axe  i*  un  vecteur  arbitraire  ro;  soient  v^zi  et  ■yop». 
les  produits  de  rp  par  les  deux  quaternions,  et  soit  c^^^  leur  somme 
géométrique. 

Le  quaternion 

sera  intitulé  so)nme  des  quaternions  considérés. 
On  écrira  : 

V  V  V 


ou  encore,  si         (yt^g)  =  1.^2 


et 


654.  11  est  clair  que  AsC'^'^'  est  indépendant  du  nombre  p. 

655.  Théorème.  —  La  somme  de  deux  quaternions  est  indé- 
pendanie  de  l'ordre  dans  lequel  on  les  considère. 

Cela  résulte  de  ce  que     V)^^-^  +  X)^.^,  =  '^2^  +  ^"i^m  "=  i^o^^s- 
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656.  I>a  MoiiiiiK'  «lo  |>liiMioiii*M  «|iiatoriiionN  ranges  dans 
un  ordre  déierniiné,  est  le  qualernion  obtenu  en  faisant  les  sommes 
successivement  du  premier  et  du  second;  du  résultat  obtenu  et  du 
troisième;  du  résultat  obtenu  et  du  quatrième,  et  ainsi  de  suite. 

657.  Théorème.  —  La  somme  de  plusieurs  quaternions  dont 
les  noces  soid  'parfdlèles  à  un  même  plan,  est  indéjjendante 
de  l'ordre  dans  lequel  on  les  considère. 

En  effet,  si  par  le  point  0,  origine  des  axes  rpri,  on  mène  des 
plans  perpendiculaires  aux  axes  ij,  io,  ...  i„,  tous  ces  plans  se 
coupent  suivant  un  même  axe  y,  perpendiculaire  au  plan  auquel 
?'i,  ig  ...  in  sont  parallèles. 

Les  quaternions  considérés  pourront  alors  s'écrire  : 

Mi,  £2^:2    ...    Mzi. 

u  u  u 

ï,Ài   -^V.X   +   ...    +   'Ôn\n 


Leur  somme  sera  le  quaternion 


11, 

lequel  est  indépendant  de  l'ordre  des  quaternions  considérés,  en 
vertu  de  la  propriété  d'une  somme  géométrique  de  vecteurs. 

658.  Théorème.  —  Lorsque  p)l^i-^ieurs  quaternions  ont  leiirs 
axes  parallèles  à  un  inême  plan,  la  somme  de  leurs  conju- 
gués est  le  conjugtié  de  leur  somme. 

En  effet,  ainsi  que  nous  venons  de  le  voir,  les  quaternions 
peuvent  dans  ce  cas  se  représenter  par  les  notations  : 

u    '      u  u 

Si  n\,  w^,  ...  w^  sont  des  vecteurs-directeurs  symétriques  par 
rapport  à  u  des  vecteurs  v^,  v^,  ...  v,„  la  somme  de  leurs  conjugués 
sera  : 

w{ki    ,   w^lo    ,  ,    u'„A„  _  y^iÀi  +  /rpAo  +  ...  +  u\,X„  _    tvl 


u  u  u  u  u 

Or    w\    sera  symétrique  de     y).  =  v^}.^  -\-  v^^ç^  +  ...  +  y„X„. 

Donc    — :r^    est  le  conjugué  de     -^-  C.  Q.  F.  D. 

u  u 

659.  Diflorciiee  do  doux  qnateriiioiiM.  —  Théorème.  — 
Deux  quaternions  éta}d  r-anyés  dans  uji  certain  ordre,  il 
existe  un  troisième  quaternion  et  un  seul  tel,  que  la  somme 
du  second  et  du  troisième  est  égale  au  ji^^emier. 

Soient  les  quaternions  :  \e'*'^^   et  X.e'*^'-. 
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Le  quaternion  \^e'>^'  -f  ( —  À,)  e'--^--  répond  à  la  question,  car 
les  trois  quaternions  \e'<^',  ( — A.y)  e'--^-  et  A,e'î^i  ont  des  axes 
parallèles  à  un  même  plan.  Donc  leur  somme  est  indépendante  de 
leur  ordre  et  l'on  a  : 

A.e''-^'-  -\-  [Aie'.'î*  +  (—  A,)  e'e«.] 

=  [V^«*  +  (—  A,)  e''-'>'-]  +  l,e''^^  =  Aie'.f».. 

Il  répond  seul  à  la  question,  car  si  l'on  moditîe  le  quaternion  que 
l'on  additionne  à  '/...c''-^'-,  on  modifie  nécessairement  leur  somme 
qui  n'est  alors  plus  le  quaternion     Aié"'*^'. 

660.  Définition.  —  Le  quaternion  qui  ajouté  à  A,e'2''^  reproduit 
A^e^'^'  s'appelle  (Jiff'érence  des  qiutternions  \e^>^'  et  '/..^e''-^^--.  On 
le  représente  par  le  symbole 

661.  Polvnoiiie.  — ,  Se  définit  et  se  représente  comme  un 
polynôme  de  nombres  complexes.  Il  sera  démontré  plus  tard  qu'il 
est  indépendant  de  l'ordre  des  termes. 

662.  Produit  «le  doux  «|u»tornions.  —  Considérons  deux 

quaternions  a^c''''^'  et  '/...c'-"-. 

Menons  par  le  point  0,  origine  des  axes  de  repère,  deux  plans 
perpendiculaires  aux  axes  respectifs  i^  et  i.,  des  deux  quaternions. 
Soit  H  l'axe  d'intersection  de  ces  deux  plans  (fig.  4). 

Dans  le  premier  de  ces  plans  considérons  un  axe  Vi  tel  que 
(CiU)  =  /'lOi,  et  dans  le  deuxième  plan,  considérons  un  axe  f.,  tel 
que  (îtv,)  =  iJi-y. 

On  aura  : 

*;,).,  Ao 


et 


Aoe'^^^  = 


ï(A, 
On  aura  donc  aussi  : 
?/Aj  =  Vi  X  \e'^^> 
et  î;2>m>^2  =  ?«>u  X  Aoe'i^--. 

D'autre  part,  si  l'on  désigne 
par  ^3  l'axe  du  plan  perpen- 
diculaire au  plan  des  axes  v^ 
et  V2  et  par   2363  la  somme 


Fig.  4. 
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géométrique  i^^i  -f-  20025  le  vecteur  r.A^/.o  est  le  produit  du  vecteur  /;, 
par  le  quaternion 

ÀjAg-^:      ou      AiA.,C'='"». 

Ce  quaternion  est  appelé  7>;w/2</7  des  qnnieriiions  considérés, 
dans  l'ordre  où  ils  sont  énoncés,  et  l'on  écrit  : 

Nous  conviendrons  d'écrire    c'--'^''  =  e'i'^i  +  «i^^i. 
On  a  donc  finalement  : 

ÀiC'«o,  X  ÀoC'^'^ï  =  )viA2e'»«i  +  '^-'^^  (1) 

On  a  également  la  formule 

[il  X  \é^^A^  X  V--eî=^j  X  [\cJ^^^x\.&^^^'\  =  i:i.)«iV''^'^'"^'^--  (2) 
Nous  pouvons  donc  conclure  en  disant  : 

663.  Le  ]3roduit  de  deux  quaternions  rangés  dans  un  certain 
ordre  est  un  quaternion  dont  le  tenseur  est  le  produit  des 
tenseitrs  et  dont  l'angle  est  la  somme  géométrique  des  angles 
des  deux  facteurs,  pris  dans  le  même  ordre. 

664.  Corollaire.  —  La  formule  (1)  peut  s'écrire  en  fonction  des 
vecteurs,  en  tenant  compte  de  ce  que 

e^e.  =  4i,         e'-^«^  =  ^,   ,  et    e'^O---  =  -^.  ' 

Vi  U  fj 

On  a  alors  Ai-=n-  x  a..^  =  AiAo-=:^- 

Et  si  l'on  fait  a^  =  X,  =  4-  1,  on  obtient  l'importante  formule 
suivante  : 

u        Vo   _   Vo 

L\        u  Vi 

à  comparer  à  la  formule  du  n*"  40. 

665.  Remarque.  —  On  no  ])eut  pas  intervertir  Tordre  des  facteurs 
d'un  produit,  sans  altérer  le  produit;  mais  on  peut  intervertir  l'ordre 
des  tenseurs,  sans  modifier  l'ordre  des  verseurs.  ^ 

666.  Produit  de  plii$<ioiir$«  qiiatoriii4»iis.  —  C'est  le 
quaternion  obtenu  en  faisant  le  i)roduit  du  premier  facteur  par  le 
deuxième;  le  produit  du  quaternion  obtenu,  par  le  troisième,  et 
ainsi  de  suite. 
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On  a  la  formule  : 

667.  Théorème.  —  Les  deux  produits  de  deux  quaternions 

dont  les   verseurs   sont  des   verseur s-q_uadrants,  sont   deux 
quaternions  conjugués. 


FiG.  5. 


Soient  les  quaternions 


AoC  ■-  =  /.X. 


\e  '-  =  z'iÀi  et 

Soit  2t  l'axe  d'intersection  de  leurs  plans.  Cet  axe  est  normal  au 
plan  des  axes  /j  et  /.,  (flg.  5). 

Si  l'on  pose  (/i^'i)  =  uH,  le  premier  produit  est  : 

h^e   -  X  ue  '  -  =  \ue    ; 
Le  second  : 

,      iJ^         -      ?,^  ,    ,      «(—6) 

h<2e   •  X  \e   •  =  K^Koe 

On  peut  donc  écrire  : 

Aj/,  X  Ao/o  =  conj(A2i2  X  Ai^'i). 

668.  Théorème.  —  Le  conjugué  d'un  pj^oduit  de  deux  quuier- 
nions  est  égal  au  iwoduit  des  quaternions  conjugués,  pris  dans 
l'ordre  renversé. 

Soit  en  effet  le  produit    AiC'»®'  x  \e''-^'-  =  li).,^'»'^'  +'if*e  =--  \\x'^^^. 
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Le  produit  des  conjugués 
pris  dans  l'ordre  renversé 
\v  •     a    est  : 

--   A,A2^'- (-•'*)  +  '■.  (-0«) 

C.  Q.  F.  D. 
669.  Remarque.  —  On  peut 
i"'<^-  '■'•  donc  écrire 

conj(g;(^.3)  =  conjr/o  x  conj^^j. 

670.  Théorème.  —  L'ini'erse  d'un  produit  de  deux  quater- 
■nions  est  égal  au  produit  des  quaternions  inverses,  pris  dans 
l'ordre  renversé. 

1 

<h'h 

671.  Théorème.  —  Le  produit  de  deux  uerseurs-quadrants 
dont  les  axes  sont  pe)^pendiculai?^es  change  de  signe  lorsque 
l'on  intervertit  l'ordre  des  facteurs. 

Soient  deux  verseurs-quadrants  u  et  v  dont  les  axes  u  et  y  sont 
perpendiculaires  (fig.  7). 

Leurs  plans  se  coupent  suivant  un  troisième  axe  w  perpendiculaire 


—  X  —  •       Même  démonstration  que  le  précédent. 
'h       'h 


aux  deux  axes  u  et  v. 

On  a  : 

v.u  =  e  '       -  =  e  ^   -^  =  iv' 

=  —  w 

u  —  ■-r^v—           te  — 

71.V  =  e  -      ^  =  e  -  =  u\ 

T\nr.r,                o-     w     Aw    ,A 

vit 
z 

672.  Remarque.  —  On  a  aussi  : 

«f'  =  —  ID  =^  u' .V  =  ( —  U).V 

=  u.v'  =  u.{ —  r). 
Ce  qui  permet  d'écrire  : 


IL 

■^ 

X 

\ 

î) 

o 

] 

y 

V 

v' 

«^1 

Fig.  7. 


l'U  =  —  UV  =  ( —  ll)V  =  u{ —  v). 

673.  Corollaire  L  —  Le  théorème  est  applicable  à  deux  quaternions 
d'arguments  ^  dont  les  axes  sont  perpendiculaires. 

674.  Corollaire  IL  —  Si  l'on  désigne  par  a  un  quaternion  dont  le 
verseur  est  un  verseur-quadrant  : 


»     oc 

a  =  Ae 


)^ 
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et  par  u  un  verseur- quadrant  dont  l'axe  est  perpendiculaire  à 
l'axe  X  du  quaternion  a,  on  aura  : 

uxii  =  a. 
En  efiet,  on  a  : 

^"'i  "^"^i  ~^^^'i  ^^ï' 

Donc,  Jixu  ^  X    et    117.11  =  a. 

675.  Corollaire  III.  —  Entre  les  verseurs-quadrants  dont  les  axes 
r,  p  et  /  sont  reliés  par  les  angles  : 

(r;})  ^  i~         (pi)  =  r^        et        (/;•)  ^  p"^ 

si  l'on  pose    J  =  jj'  =  — /j,     on  a  les  relations  : 
)'  =  ip  =  — pi  =  ji 
i  =  pr  =  —  tp  =  rj 
p)  =  ri  =  —  ir  =  — j 
j  =  ir  =^  —  ri. 

et  enfin      j/J  =  rj  =  i 
rir  =  pr  ^  i 
(ji  =  —ri  =j 
rjr  =  ir  =j 
irl  =  ji  =  r 

J''J  =  —  V  =  ^'■ 

676.  Remarque.  —  Le  produit  de  deux  ou  plusieurs  quaternions 
coplanaires  est  un  quaternion  également  coplanaire,  ayant  pour 
tenseur  le  produit  des  tenseurs,  et  pour  argument  la  somme  des 
arguments  de  ses  facteurs.  Il  est  indépendant  de  l'ordre  de  ceux-ci. 

677.  Rapport    et    quotient    de    cleiiv    quaternions* 

Théorème.  —  Deux  quaternions  ).ie''^»  et  Àoe'-^'^-  étant  consi- 
dérés dans  cet  ordre,  il  existe  : 

1°  Un  troisième  quaternion  et  un  seul  tel,  que  le  produit  du 
deuxièyne  jmr  ce  troisième  est  égal  au  p7^emier; 

2°  Un  quatrième  quatomion  et  un  seid  tel,  que  le  produit 
de  celui-ci  pjar  le  deuxièinc  est  égal  au  premier-. 

Soient  (flg.  8)  :  ^%  =-■  t  (—  ho)  -f-  t,H, 

tA  -  h^i  -i- 1  (-  ^2) 

\ 
1: 


On 

a 

également  : 

ji)'  =^  r" 

= 

— 

1 

rji  =  i- 

= 

— 

1 

irj  =  j- 

= 

— 

1 

et  ).3 
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's(-6- 


V\ 

"■v. 

Il       \ 

) 

On  aura  :    l.e'^^--  X  A. ("'"-■  --  X^X^e'--^'-^'-^^^-  =  À.. .— e'-^'  =  \e^^^' 

et  \é>'^^  X  A.e'^"^  =  ).3Àoe'*^'  +  »--®*  =  \e'^^^. 

Il  est  évident  que  les  quaternions  ).3  e'-''^=  et  Àg  e'-'^-  sont  les  seuls- 
qui  jouissent  des  propriétés  énoncées. 

678.  Définitions.  —  1°  Le  quaternion  \  e''^--  défini  au  P  ci-dessus 
s'appelle  rapportées,  quaternions  donnés  (Messung).  Nous  le  repré- 
senterons par  le  symbole  : 

\&^^'  =  ^   ^^Q   =  rcippjorf  de  \&*^^   et  X^e'^^-- 

qui  s  énonce  Aie''®'   sur  AoC'^''^. 


On  a  donc  la  relation  :     a,  e'^^^  x 


Al  e''0« 


A„e 


(06. 


=   A,  ^''®i. 


\ 


De  ce  que    /3O3  -=  à,  ( —  8,)  -j-  /'iBi   et   A3  =  s-  ==  —  À,,  on  déduit 

que  le  rapjpor-t  de  deux  quaternions  est  égal  au  pyroduit  de 
l'inverse  du  second  pa)'  le  premier. 


a. 


C'est-à-dire,  que    '^''"  ■  n   =  ^ — r^  X  Ai^'»'^'. 

Si  a  et  h  désignent  les  deux  quaternions,  j  =  l)~^. 

679.  2"  Le  quaternion  Age'*'^--  défini  au  2°  ci-dessus  s'appelle 
quoUcnt  des  quaternions  donnés  (Teilung).  Nous  le  représenterons 
par  le  symbole  : 

\e''>'^^  =  \e'<^i  :  Ao^'-"^'  =  quotient  de  AiP''®'   et  X^e'--^--, 
qui  s'énonce   Ai^'''^'   dicisé  p)ar  ÀoC'^®^. 
On  a  donc  la  relation  :     (Air"'®'  :  X.e^'-^i)  X  \e''^^'-  =  XiC'®'. 


QUATERNIONS.  207 

De  ce  que  i^Hs  =  iih^-^  i,  (—  0.)    et    Àg  =  \  v-   on  déduit  que 

le  quotient  de  deux  quaternions  est  égal  au  produit  du  premier 
par  l'inverse  du  second. 

C'est-à-dire,  que    \,e^'^<  :  a.,  c'^'^i  =  l,e''^>  x  =; — ^ir- 

Ou  bien    a  :  b  =  a  .l)~K 

680.  Remarque  I.  —  Les   symboles  j-  et  a  :  h  que  nous  avons 

adoptés  pour  représenter  le  rapport  et  le  quotient  de  deux  quater- 
nions a  et  b  ne  sont  pas  les  symboles  adoptés  généralement.  En 
particulier,  VEncycJopédie  des  Sciences  Mathématiques,  édition 
française,  (T.  I,  vol.  I,  p.  373)  désigne  le  rapport  par  a  :  b,  et  le 

quotient  par  j- 

Notre  choix  a  été  guidé  par  deux  motifs  : 

1°  Le  rapport  de  deux  grandeurs  Gi  et  G.,  est  un  nombre  tel,  que 

le  produit  de  la  deuxième  grandeur  par  ce  nombre  est  égal  à  la 

première  grandeur.  Ce  nombre  a  donc  une  propriété  analogue  à  celle 

du  rapport  de  doux  quaternions. 

P 

Or,  on  le  représente  par  le  svmbole  7^     et  non     G^  :  G.,. 

Go 

De  même,  le  nombre  appelé  indifféremment  quotient  ou  rapport 
de  deux  nombres  naturels,  est,  à  proprement  parler,  le  rapport  de 
ces  deux  nombres. 

m 

On  le  représente  aussi  par  —  • 

/-• 

Il  est  vrai  qu'une  proportion   ou  égalité   de  deux   rapports   se 

représente  parfois  par  la  notation    a  :  b  ::  c  :  d. 

(i       c 
Mais  on  emploie  bien  plus  couramment  la  notation  ^  =  -^• 

D'autre  part,  le  signe  de  la  division  (teilung)  est  ••  :  •' 

2°  Une  somme  géométrique  d'angles  et  un  produit  de  quaternions 
ne  jouissent  pas  de  la  propriété  commutative,  mais  ils  possèdent  la 
propriété  associative  (ce  fait  sera  démontré  ultérieurement  pour  les 
produits  de  quaternions  ;  il  sera  alors  évident  pour  une  somme 
d'angles). 

Dans  ces  conditions,  pour  que,  dans  une  somme  géométrique 
d'angles,  deux  angles  égaux  et  de  sens  contraires  puissent  se 
détruire,  il  faut  qu'ils  soient  consécutifs. 
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Ainsi,  sans  avoir  besoin  do  démontrer  la  propriôlé  associative, 
on  a  évidemment  (flg.  8)  : 

et  [ÎX  -i-  U-  Oe)]  -f  U2  =  lA 

tandis  que  lM.  -j-  [^^i  -f  h{—  ^2)]  '^  h^i- 

On  a  d'ailleurs  par  définition  : 

et  l'on  a  aussi  évidemment  : 

tA  -h  [iA  ^  4(-  e,)]  =  îiOi. 

De  même,  en  choisissant  le  symbole  (i  :  b  pour  désigner  le  quotient, 
on  pourra  écrire 

(a  :  b)  X  b  =  a     ou     a  -.  b  x  b  =  a. 
Si,  au  contraire,  on  représentait  le  rapport  par  n  :  b,  on  devrait 
écrire  b  x  {a  :  b)  =  a  ; 

on  pourrait  alors  écrire     b  X  a  :  b  =  a 
car  (/;  x  a)  :  b  =  a     puis(iue     b  (Jxi  :  b)  =  ba; 

mais  on  ne  pourrait  pas  écrire 

a  X  b  :  b  ^  a  ;     en  effet,     a  x  b  :  b  =  ab  :  b; 
or,  b  {r/b  :  b)  =  ah    et  non  ba\       donc,  al)  :  b  ^  a. 

L'œil  est  choqué  par  l'écriture  b  X  a  :  b  =  a,  alors  qu'il  ne 
le  serait  pas  du  tout  par  l'écriture    a  x  b  :  b  =  a. 

C'est  surtout  ce  motif  qui  nous  a  fait  adopter  a  :  b  pour  le 
quotient,  et  ,-  pour  le  rapport. 

D'ailleurs,  on  a  vu  que  le  quotient  est  le  produit  du  premier 
quaternion  par  l'inverse  du  second;  il  doit  donc  s'écrire  a.b~^; 
cette  écriture  se  marie  bien  avec  a  :  b  ;  tandis  que  d'après  les 
notations  généralement  admises,  il  faudrait  écrire  a  :  b  =  rapport 
de  a  et  b  =  b^'^  .a. 

Quant  à  ,  ,  on  écrira  aussi  volontiers  r  =  b~^a  que  r  =  ab~^. 
b  b  b 

Pour  conclure  et  terminer  cette  longue  digression,  nous  adop- 
terons : 


Rapport  de  a  et  b 

IV                7          1 

/7  =  *"'«•> 

Quotient  de  a  par 

ba  :  b  =  ab~^. 
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D'où  b .  Y  =  b .b~^ a  =  a 

b 

et  {a  :  b)b  ^  ab—^  .b  =  a. 

681.  Remarque  II.  —  On  a,  d'après  ce  qui  précède  : 

i;i^  =  .^  e*^(-e.)  +ùo,        gt        )  ^„-,e.  .  \_^ g/,o,  _  ^  g,-,o.  +  »,  (-0,), 

Le  rapport  et  le  quotient  de  deux  quaternions  ont  le  même 
tenseur  et  le  même  argument;  mais  ils  n'ont  pas  le  même  indice. 

682.  Remarque  III.  —  Le  raj)port  et  le  quotient  de  deux 
quatei-iiioits  dont  les  cerseurs  S07it  des  verseurs-quadrants, 
sont  deux  quaternions  conjugués. 

Si  u  est  l'axe  d'intersection  des  deux  plans,  c'est-à-dire  un  axe 
perpendiculaire  au  plan  /j/o  (tig.  5), 

A^  _  >n  ^„  (<;>,         ^^         .        ,  .^.^  _  Al  ^^^  Q^^^ 

/,./.,  A.  -  -  Ao 

683.  Remarque  IV.  —  Si  it  et  21'  sont  deux  verseurs-quadrants 
opposes,  on  a  :     u'  =  conj  ;^  =  —  ^c  =  ~  =  l  :  u  ^  îc^K 

684.  Théorème.  —  Le  rapport  et  le  quotient  de  deux  verseurs- 
quadrants  dont  les  axes  sont pei^pendiculaires,  sont  deux  ver- 
seurs-quadrants oppjosés,  dont  les  axes  sont  perpendictdaires 
aux  axes  de  deux  verseurs  considérés. 

En  effet,  si  dans  les  formules  du  n°  682  on  fait 

Àj  =  Ao  =  -f  1        et        (^i^'o)  =  u  -■> 

on  obtient       y  =  c       -^  =  ?t'         et         t^  :/.,  =  <?  ■'   =  u. 

685.  Corollaire.  —  De  là  résultent  les  relations  : 

/  _  .  _       ''  ■    P  _  •  _       ''  •     ^  _    .  _       J' 
r      '  i  '     /'  p'    P  ^ 

686.  Théorème.  —  I/inverse  dît  rappjort  de  deux  quaternions 
est  égal  au  r-apport  des  deux  quaternions  pjris  dans  l'ordre 
renversé. 

Soit  le  rapport  j  ==  b~^a. 

Son  inverse  (670)  est       —  ^  a—^b  =  -• 

b 

687.  Théorème.  —  L'inverse  du  quotient  de  deux  quaternions 
est  égal  au  quotient  des  deux  quaternions  pris  dans  l'ordre 
renversé. 
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Soit  a  :  b  =^  r/b~^  ; 

on  :i  (670)  —^  -=  bff-^  ^  b  :  a. 

f(  :  b 

688.  Théorème.  —  Le  quotient  de  deux  qu(dernions  est  égal 

{(u  rajjporl  de  lcu)'s  inverses  pris  dans  Voi'dre  renversé. 

Soit  a  :  b  ^  ab-  '  ; 

l        b-'  7    1 

on  a  :  -r  =  — r  =-  ab~^. 


1 


cr 


689.  Théorème.  —  Le  l'apport  de  deux  qiiaternions  est  égal 
au  qiiutieid  de  leurs  inverses  pi'is  dans  l'ordre  renversé. 

Soit  -y-  =  b-^  a  ; 

b 

on  a  :  y  :  -  =  Z>-'  :  a-^  =  b-^a. 

b     a 

690.  Piiim^aiieos  ot  ra<*iiie$4  cl'^indiee  réel.  —  Les  puis- 
sances et  racines  d'indice  réel  d'un  quaternion  q  ==  ac"*^  ont  été 
définies  dans  la  théorie  des  nombres  complexes  relatifs  à  un  plan. 

Ce  sont  des  quaternions  d'indice  ii. 

Il  est  aisé  de  voir  qu'aucun  autre  quaternion  ne  répond  à  ces 
définitions. 

Cependant  les  nombres  réels,  rapports  de  vecteurs  portés  par  un 
même  axe,  peuvent  être  considérés  comme  des  quaternions  d'indice 
arbitraire  et  d'argument  0  zi;  2kT..  Ainsi  le  nombre  a  peut  s'écrire  : 
A  =  Ae'"-*'^,     v  étant  un  indice  quelconque. 

Dans  ces  conditions,  les  puissances  d'indice  fractionnaire  ou 
incommensurable  des  nombres  réels  sont  des  quaternions  d'indice 
arbitraire. 

Si  A  >  0,  {Çhf^  ==  fAC"-"-))."-  =  ).f^e''2ft«:^; 

Si    A   <  0,  (fA));^  =  |[;À|e^-(2''-+'^)]!^  =  |)^[agi-(2fe7r  +  7:);x. 

Nous  reviendrons  sur  ce  point  dans  le  chapitre  V. 

691.  Théorème.  —  Le  ca)-ré  d'un  verseur-quadrant  est  égal  à 
—  1,  quel  que  soit  l'indice  du  verseur. 

U-  M  - 

On  a  :  ^i^  =  e   -  X  e   "  =^  e'"^  =  —  1. 

692.  Remarque.  —  Dans  le  symbole  e"^  représentatif  d'un  verseur, 
la  letti'e  u  remplace  la  lettre  i  des  nombres  complexes,  avec  mission 
de  désigner  l'axe  du  plan  du  quaternion.  Mais  comme  nous  l'avons 
vu  par  le  théorème  précédent,  cette  mission  nouvelle  de  l'indice  u 
n'a  pas  modifié  la  propriété  ?«*  ^  —  1,  laquelle  avait  servi  de 
point  de  départ  à  la  théorie  des  puissances  d'indice  complexe. 
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Nous  dirons  donc  encore  que  e"^  est  la  puissance  u  {h  4-  2^7r)'^'"^ 
principale  de  e,  la  puissance  ii'^»>^  principale  de  e^+~^~  et  la  puis- 
sance fi^"^  principale  de  c".  Nous  reviendrons  d'ailleurs  sur  ces 
points  à  propos  des  puissances  générales  des  quaternions. 

L'indice  ti  n'est  cependant  pas  une  simple  lettre  indicatrice;  c'est 
un  quaternion;  c'est  même  un  verseur-quadrant,  qui  n'est  déterminé 
fjue  si  le  plan  du  quaternion  est  déterminé  dans  le  système  de 
repère  rpi. 

Ce  fait  a  été  mis  en  évidence  dans  la  théorie  des  nombres 
complexes.  La  lettre  i  a  simplement  été  remplacée  par  la  lettre  ic 
ou  toute  autre  lettre  qui,  tout  en  apportant  à  ce  symbole  une 
signification  supplémentaire,  ne  lui  a  cependant  rien  fait  perdre  de 
ses  anciennes  propriétés. 

693.  Foi'iiiiile  générale  des  qiiateriiious.  —  Un  quater- 
nion q,  relatif  à  un  plan  dont  l'axe  est  u,  a  jusqu'ici  été  représenté 
par  un  symbole  ac"-'^  ou  ac'^". 


FiG.  9. 


Dans  ce  symbole,  nh  ou  ^ii  est  le  produit  du  quaternion  u  et  du 
nombre  circulaire  h  +  2k~,  représenté  par  sa  valeur  principale  9 
afin  de  simplifier  les  formules. 


E.  DuMosT.  Arithmétique  Générale. 
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Soit  s/  le  plan  du  quaternion  (fig.  9). 

Posons  (sic')  =  (les)  =  i'.^    et    (st)  =  u  '-■ 

Le  plan  .s7  peut  être  déterminé  par  les  angles  : 
(rs)  ==  (Jic)  =  îy 
{ic't)  =  (iu)  =  sw. 
On  aura  dans  ces  conditions  : 


-=-  =  -^  X  ^:^  =  ^.e«•^  (1) 

s  s         te' 


et  5=4^-^x4^  =  >'.e'?.  (2) 

i  i  j 

On  a  alors  : 

..  soi  roié'''? 

formule  où  il  apparaît  clairement  que  le  quaternion  q  est  une 
fonction  des  quatre  variables  indépendantes  a,  0,  w  et  o,  qui  le 
déterminent. 

694.  Remarque.  —  Le  système  de  repère  /'pi  est  déterminé  si  l'on 
énonce  deux  des  axes  dans  un  ordre  conventionnel  et  significatif. 

Le  système  que  nous  avons  choisi  sera  désigné  par  le  symbole 
r\i;  r  sera  l'étalon  de  ce  système;  quant  aux  lettres  J,  i  et  r,  qui 
désignent  des  verseurs-quadrants,  elles  resteront  caractéristiques 
de  ces  verseurs,  quelles  que  soient  les  lettres  qui  désignent  les  axes 
du  système  de  repère.  Ainsi  on  peut  être  amené  à  devoir  considérer 
un  second  système  su  par  exemple  (fig.  9),  concurremment  avec  le 
système  j-\i.  Dans  ce  second  système,  on  aura  : 

t  .        u         ^  ..        u 

--'      J  =^      et      r  =ji  =  -^• 
s  s  t 

On  aflecterait  éventuellement  les  lettres  i,J,  r  d'indices,  afin  de 
les  distinguer  des  mêmes  lettres  relatives  au  système  ri. 

Par  exemple,  dans  le  système  s\i,  on  aura  pour  expression  du 
rapport  des  deux  mêmes  vecteurs  : 

•Cl    ^1^ 

q,  =  Àe".e  _  i^,'^^ 
formule  dans  laquelle 

—  _Z_        •  _  !!!L  —   P         •  _    ^  ,   _  •  •  _    ^ 

s  s  /'        '  '         s  ^         ^  ÎV' 

Dans  tout  ce  qui  suivra,  nous  prendrons  toujours,  sauf  avis 
contraire,  le  système  ri  comme  système  de  repère. 


(st)  =  u'^,       i  =  -^      j  =  ^      et      r=ji 
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CHAPITRE  m 

Quaternions  circulaires. 

695.  Définition.  —  Considérons  deux  angles  particuliers  /'iQi  et  /Ji^ 
dont  les  plans  se  coupent  suivant  un  axe  u  (fig.  10),  et  tels,  que 

(^,iO  ^  nio,  +  27/7:). 

A  A 

Pour  obtenir  /,9i  à  l'aide  de  /.Oo  il  faut  effectuer  une  double 
opération  : 

1°  Multiplier  /.,Bo  par  le  nombre  qualifié  y^    ce  qui  donne  iJi^  ; 

2°  Faire  tourner  cet  angle  /oGi  autour  de  l'axe  u,  d'une  amplitude 
w  +  SA'TT,  ce  qui  donne  z'iOi. 

Or,  nous  avons  vu  (638)  que  cette  double  opération  revient  à 

multiplier  l'angle  i.,8.>  par  le  quaternion  -r^  c"'*^.  Celui-ci  peut  donc 

être  intitulé  raiyport  des  angles  i,Oi  ei  iJj._,  dniis  le  systètne 
de  repère  r|i;  on  écrira  : 

tt  ayant  dans  ces  symboles  une  signification  qu'il  n'avait  pas  au 
n**  627,  car  cette  fois  il  détermine  l'axe  ?«  dans  le  système  r\i,  tout 
en  continuant  à  représenter  le  rapport  de  deux  vecteurs-directeurs 
perpendiculaires  dans  le  plan  dont  l'axe  est  'ii. 

On  voit  donc  qu'un  quaternion  est  à  la  fois  le  rapport  de  deux 
vecteurs  et  le  rapport  de  deux  angles  particuliers,  dans  un  système 
trirectangulaire  de  repère. 

Si  nous  passons  ensuite  aux  angles  généraux 

i^i(0i  +  2Â;7:)     et    ?,(e2  +  2/?7:), 

leur  rapport  générrd  aura  une  oo-  de  valeurs  : 

80  +  2h-  ^'     ' 

h  pourra  être  appelé  Voi'dre,  et  /,'  le  rang  de  ce  rapport. 

L'ensemble  des  valeurs  d'ordre  0  pourra  être  appelé  le  )-apport 
aimple  de  deux  angles;  enfin,  le  nombre  unique  d'ordre  0  et  de 
rang  0  sera  le  rap})ort  jirincipal. 
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En  particulier,  si  le  second  angle  est  le  radiant  h. 


le  rapport  simple 


=  (Oi  +  2Â;7:)  e«^ 


sera  appelé  un  quatcrninii  ctrcuhrirc.  C'est  un  ensemble  de 
quaternions  linéaires  coplanaires,  de  même  argument,  et  dont  les 
tenseurs  constituent  une  progression  arithmétique  de  raison  2-. 

Le  rapport  de  deux  radiants-directeurs  t^  et  i^  est  le  quaternion 


gî(    (i'o/,)       __       QUI 


?., 


696.  Remarque. 


On  a  aussi 


; 


i.e 


i.r 


IK 


r  =  i.e  -  =  i.2)  =  i{—j)  =  —  i.j. 

697.  Théorème.  —  Deux  radiants-directeurs,  deux  vecteurs- 
directeurs  et  deux  verseurs -quadrants  correspondant  aux 
deux  mêmes  axes,  ont  le  même  rapport. 

Soient  deux  axes  i^    \t 
et  io  issus  d'un  même 
point  0,  et  soit  u  l'axe 
du  plan  /j/o. 

On  aura  : 

n  /\  .-^ 

u 
On  a  aussi 

i\  ,<^> 

Enfin  nous  avons 
établi  également  la 
formule  : 


1o 

Donc 


«1  -^ 


Via.  10. 


«1  «i  2,  /^i 

—  =  Tf-  =  -ri  =  e"('^'''. 


C.  Q.  F.  D. 

H        1-2        '■- 

698.  Ar^iiiiioiig  l'elaUr^l'iiii  4|iiaU'i-iiioii.  —  L  angle  ?)9 
d'un  quaternion  a  pour  mesure  par  rapport  au  radiant-étalon  ?, 
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dans  le  système  de  repère  r\i,  le  quaternion  circulaire 

He  =  fie 


-^  =  Oe 


(4) 


On  constate  qu'un  quaternion  quelconque  peut  être  considéré 
comme  un  nombre  complexe  relatif  au  plan  de  repère  rp,  avec 
cette  seule  difiërence  que  son  argument,  au  lieu  d'être  un  nombre 
circulaire  réel,  est  un  quaternion  circulaire 

f)e     =  He 
que  nous  appellerons  Vai-gument  relatif  du.  quaternion. 

Ce  mot  relatif  s'explique  en  ce  sens  que  l'argument  en  question 
est  relatif  an  système  de  repère  r\i. 

699.    ^oiiiine   eiroiilaire    de    deux:    quaternions.    — 

Considérons  deux  quaternions  /.iC"'"*  et  /we"^^^s  et  soit  u  un  axe 
perpendiculaire  au  plan  des 
axes  ?fi  et  u,  (lig.  11).  Cet  axe 
tt  est  l'intersection  des  plans 
des  deux  quaternions,  con- 
sidérés comme  rapports  de 
vecteurs. 

Par  l'axe   it^,   menons    un    Hj 
plan  faisant  avec  le  plan  iiiH., 
un  angle  9i;  si  l'on  appelle  ^i 
l'axe  de  ce  nouveau  plan,  on 
aura  : 

{ttVi)  =  «1^1  ; 

opérons  de  même  avec  l'axe 
U.2,  et  soit 

On  aura  alors  les  relations  : 


FiG.  11. 


ai  ■■ 

=  À 

I^MlOl     = 

:     Al 

u 

=  \ 

u 

U 

1i 

=  >- 

^gu,e,  _ 

■-  Ao 

IL 

=  \ 

u 

U 

Nous 

avons  ap 

pelé 

somme 

des  quaterr 

lions  q 

1  et^, 

le  quater 

nion 

qs- 

\v- 

u 

À2Î^2 

u 

î  

U 

u 

'■  =  0.1 

+  qz 
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mesure  do  la  somme  géométrique  des  vecteurs  dont  ces  fiuaternions 
sont  les  mesures. 

Nous  appellerons  somme  circulaii'e  des  quaternions  f/i  et  q.. 
rangés  dans  cet  ordre,  le  quaternion  circulaire 

\'^\  -j-  ^^-2^2   _  (a  4-  2kT:)  Us 
U  21 

mesure  de  la  somme  géométrique  des  angles  dont  ces  quaternions 
sont  les  mesures,  et  nous  le  représenterons  par  le  symbole  Q^i-^  Ç[i- 
On  a  donc  : 


'h-i-'h-^^-i- 


u  u 


=  (À  +  2/.'-)  '"^  =  (A  +  2A--)  e>^^. 
u 

700.  Remarque  I.  —  L'étalon  2i  n'est  pas  arbitraire  ;  il  appartient 
au  plan  dos  axos  des  doux  quaternions. 

701.  Remarque  II.  —  Si  Ion  mtervortit  l'ordre  des  termes,  on 
modifie  la  somme  circulaire  de  deux  quaternions,  car  une  somme 
géométrique  d'angles  est  modifiée  si  l'on  modifie  l'ordre  des  angles 
composants. 

702.  Remarque  III.  —  Quels  que  soient  deux  axes  j?  et  ?/,  on  a  : 

703.  I^a  NoiiiHio  circula iri^  il o  plaiHieiirs^  qiialeriiioiis 

rangés  dans  un  certain  ordre  : 

'h-i-'lz-i-(ïz-h  ••• 
sera  le  quatornion  obtenu  en  faisant  la  somme  circulaire  des  deux 
premiers,  ])uis  la  somme  circulaire  du  résultat  et  du  troisième,  et 
ainsi  do  suite. 

704.  Remarque  I.  —  La  somme  circulaire  do  plusieurs  quaternions 
est  un  quaternion  circulaire. 

705.  Remarque  II.  —  La  somme  circulaire  de  plusieurs  quaternions 
n'est  on  général  pas  indépendante  de  l'ordre  de  ses  termes. 

706.  Remarque  III.  —  La  somme  circulaire  de  plusieurs  nombres 
circulaires  réels  se  confond  avec  la  somme  de  ces  nombres  et  est 
indépendanic  do  l'ordre  de  ses  termes. 

707.  Théorème.  —  Le  produit  de  plusieurs  quaternions  consi- 
dérés dans  un  certain  ordre  est  un  quatei'uion  dont  le  tenseur 
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est  Je  x)rodiiit  des  tenseurs  et  dont  l'argument  relatif  est  la 
somme  circulaire  des  arguments  relatifs  des  facteurs,  jiris 
dans  le  même  oixlre. 

On  a  en  effet  :     AjC'^''^'  x  \e"^^'-  x  Age"'^'^  =  ac"^ 
avec  les  conditions     UiH^ -j- u.fy. -j- it^H^  =  uH    et    \^Sk^=^\-, 

or,  «1^1  =  /  -^  (ji  =  ?  -^  (ji  =  ^  —^  » 

''  i  i 

de  plus  (699),  -^  =  -^  -f  -^  -j-  -^^• 

il  i  i 

0/ 

Si  l'on  pose        -^  =  e*'^'    d'où     7^161  =  iôie*'^'^», 
i 

on  obtient  donc  : 

relations  qui  expriment  que  l'argument  relatif  du  produit  est  la 
somme  circulaire  des  arguments  relatifs  des  facteurs.  On  pourra 
donc  écrire  : 


?6e' 


,?co 


708.  Nomme  eîreulaîre  relative.  —  Nous  allons  définir 
actuellement  ce  qu'il  faudra  entendre  par  une  somme  circulaire 
relatice  de  plusieurs  quaternions.  Le  lecteur  n'en  éprouvera  pas 
immédiatement  toute  l'utilité,  laquelle  ne  lui  apparaîtra  que  dans  le 
chapitre  des  puissances  et  des  logarithmes.  Néanmoins,  nous  avons 
voulu  développer  cette  définition  aussitôt  après  la  définition  d'une 
somme  circulaire  de  quaternions,  afin  d'éviter  toute  confusion 
ultérieure  entre  ces  deux  notions. 

709.  Définition.  —  Considérons  deux  quaternions  linéaires  ou 
<îirculaires  d'arguments  -^  • 

Oi^  '  -    et    h.e'-    ou     u^Hi    et    uJio, 
Quel  que  soit  un  verseur-quadrant  ri,  on  a 

A.  A. 

^*  u  u 

ei  de  même  :  ti-ibo  =  ti.^ — 

u 
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Considérons  d'autre  part  le  produit 


a 


_  .^^  n,(i,-^uA  _  ^^  ih{%  +  2k-) 


u  " 

Nous  constatons  que  ce  produit  est  un  quaternion  circulaire  dont 

l'argument  est  également  -^  et  qui  est  indépendant  de  u.  Nous 

l'appellerons  somme  circulaire  relaUte  des  quaternions  v-^h^  et 
u.^o,  et  nous  le  représenterons  par  le  sj-mbole  : 

710.  Remarque.  —  L'introduction  ou  la  suppression  de  quaternions 
d'arguments  congrus  à  ^  et  de  tenseurs  2/.'-  ne  modifie  pas  une- 
somme  circulaire  relative. 

On  a  en  effet  : 

vyO  -f  V  2kT,  =  uh  ; 
d'où  ub  "^  V  2k~  ^  lit 

711.  Observation.  —  Nous  définirons  ultérieurement  la  somme 
circulaire   relative  de    deux    quaternions   quelconques,    dont    les 

arguments  ne  sont  pas  congrus  à  -• 

712.  Produit   circulaire   de    deux    quateruions^.   — 

Considérons  deux  quaternions 

dont  les  axes  1/^  et  it.y  sont  dans  un  plan  dont  l'axe  est  21. 
Soient  v^  et  v.,  deux  axes  tels,  que 

A  A, 

(^1?^)  =  ifiHi        et        {ffVo)  =  îi^^o. 
On  aura  :  e«>^'  =  ^r        et        e"^-^»-  =  7,-- 

Multiplions  le  radiant-directeur  v^  par  le  quaternion  linéaire- 
};ie"i^»;  nous  obtenons  l'angle  particulier  Xi 2/;  multiplions  ensuite 
cet  angle  "kiU  par  le  quaternion  linéaire  X^e^^-^^  et  nous  obtenons 
l'angle  particulier  AiÀ^fo,  dont  la  mesure  par  rapport  au  radiant 

initial  v^  dans  le  système  r\t,  est  le  quaternion  AjA..  7,',  que  nous 

ai^i^eWerons  2^^"oduit  circulaire  des  quaternions  ^1  et  ^o  consi- 
dérés dans  cet  ordre. 
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/\  —  /s.  ^  ^  /v  ^ 

Il   résulte  de  là   que   le   quaternion  "kylo  -^  n'est  autre  que  le 

quaternion  AjA.,  ^^  =  Ai  -i^  X  Ao  ^r= 

que  nous  avons  appelé  pt^oduif  des  deux  quaternions  considérés. 
Le  fait  de  considérer  les  quaternions  comme  des  rapports  d'angles 

n'introduit  donc  pas  de  nouveau  produit. 

^         ^         /\ 

713.  Remarque.  —  On  déduit  de  là  la  formule     —  x  ^  =  ~- 

i\         u  l'i 

Voyons  maintenant  les  modifications  que  pourrait  amener  dans 
ces  définitions  la  notion  de  quaternion  circulaire.  Nous  ne  consi- 
dérerons qtie  le  cas  où  le  premier  quaternion  est  un  quaternion 
circulaire. 

Soient  donc  les  deux  quaternions  -  (Aj  +  2/."-)  ("'•'''     et    "/.^e^-^-- 

Le  produit  du  radiant  Tj  par  (Aj  +  2A'7:)  e"»®'  est  l'angle  général 
(Al  +  2Â-)  H. 

Le  produit  de  cet  angle  par  Ao^''^^^  =  q..  est  l'ensemble  des 
angles  ayant  pour  mesure  ce  quaternion  Ço  si  l'on  prend  pour 
étalon  l'un  quelconque  des  angles  particuliers  de  l'ensemble 
(Al  +  2k7z)  n. 

Ce  produit  aura  donc  pour  expression 

(ÀiÀo   +   2kT\)  Vo 

et  pour  mesure  par  rapport  à  v^  l'ensemble  des  quaternions 

(A.  A.  +  2A'-Ae)  w  OU  {\  +  2A'7T)Aoe^-'^  (en  posant  v^:=^n^H^  -{-  îiX) 

que    l'on    appellera   p/'od/ùt   {simple)   du    quaternion    circulaire 
(Aj  +  2A'-)e"''^'  par  le  quaternion  X^e^'^^i. 

Si  —  T.  <\  ^  +  -T.,  le  quaternion  particulier  (a^Ao  -\-  ^k-^e"-'^ 
sera  intitulé  produit  jJf'ii'cqxiL 

Enfin,  l'ensemble  des  quaternions  circulaires 

(A,  A,  +  2A7r).2  +  2h7z)e'-^ 

tel,  que  parmi  toutes  ses  valeurs  il  y  en  a  une  égale  au  produit 

simple  des  quaternions    (Xi  +  2/."r:)e"»^'.    et    À2^"-®S     s'appellera 

■produit  général  du.  quaternion  (k-^  ■^■2h7z)e"^'^*  par  le  quaternion 

A.  6"*®-.  ,  l'/jUi','  . 
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Nous  lo  représenterons  par  le  symbole 

[().,+ 2/.'7:)t"'.«.]A2e»A, 

lo  produit  simple  étant  représenté  par  le  symbole  habituel 

Nous  verrons  dans  le  chapitre  des  puissances  le  i)arti  que  l'on 
pourra  tirer  de  ces  notions.  Dans  tous  les  cas,  nous  constatons 
qu'un  produit  de  quaternions,  rapports  d'angles,  est  identique  au 
produit  des  mômes  quaternions,  rapports  de  vecteurs. 

714.  Rapport  <^t  quotient  de  qiiateriiioiiN  eireii- 
laireM.  —  Considérons  les  deux  quaternions 

Qo  =  \e^'>^'    et    Qo  =  A^e''*'^* 
et  soit  n  l'axe  du  plan  HiU.^. 

Soient  v^,  Vo,  v^  et  ^''4  quatre  axes  tels,  que 

(uv^)  =  (fg?/)  =  Kihi    et    (kVo)  -=  (v^u)  =  uAy. 
On  aura  : 

/s.  /s.  — 

Q.\  —  Al  ^—  —  'n   —    —  Al  -y^  —  Al  -==-  ; 

U  U  V3  Vs 

/\  —  /\  — 

Les  quaternions  : 

tel,  que  q^q^  =  q^, 

et  g^  =  IIL  .  ^  _  IlL  .  ^      tel,  que  q,q.  =  q,, 

Ao      v^        ^2      V4 

sont    respectivement    le    rapport    —    et    le    quotient    qi  :  q..    des 

quaternions  ^i  et  qo  considérés  comme  rapports  d'angles  aussi  bien 
que  comme  rapports  de  vecteurs. 

715.  Passons  ensuite  aux  quaternions  circulaires 

(Oi  +  2h7z)e"''^'>      et      (Go  +  2hT.)e'''-'^^. 
Tout  quaternion  de  l'eusemble 

Go  +  2/z-     " 

jouit  de  cette  propriété  que,  parmi  toutes  les  valeurs  du  produit 
général  du  second  quaternion  par  ce  troisième,  il  existe  un 
quaternion  circulaire  égal  au  premier. 


Al 

^2               ^2 

.  ^_    A^ 

Va                 ^2 

«54 
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Cet  ensemble  de  quaternions  s'appelle  en  conséquence  le  rapport 
géné)'al  des  quaternions  circulaires  considérés. 

De  ce  que  uJ^ —  lo.^  -j-  u^t^i^  =  (VoVi)  =  rw, 

on  déduit  : 

e,  +  2h-  Go  +  2/?-  (e,  +  2h7:)i\ 

D'autre  part,  on  a  : 

(4,  _  o,,),,.,..  -  Ci.  +  2*-)iî. 

et  (e,  +  2h~)e"'-'^ 


u 

{(j,  +  2h-)Co 

II 


Le  rapport  général  de  deux  quaternions  circulaires  est  donc  égal 
au  rapport  général  des  angles  dont  ces  quaternions  sont  les  mesures. 

716.  L'ensemble  des  quaternions  — —       "e"^'-*  s'appellera  rcqjporf 
simple,  et  le  quaternion  7.6^^'^  sera  le  rapport  prz7ictpaL 

717.  Considérons  un  quaternion  circulaire  (f)  +  2kT:)e"'^'^'  et  un 
quaternion  linéaiire  ac"^^'-'^  Tout  quaternion  circulaire  de  l'ensemble 

rh  +^  2k~  _^  2//7:\".w.-^w,f-co,) 

jouit  de  cette  propriété  que,  parmi  toutes  les  valeurs  du  produit 
(simple  ou  général)  de  ce  quaternion  circulaire  par  le  quaternion 
'/£i'Mi  il  existe  un  quaternion  circulaire  égal  au  quaternion 

(e  +  2/,'-)é'"'^^'. 
L'ensemble  en  question  s'appelle  en  conséquence  quotient  géné)'al 
du  quaternion  circulaire  {H  +  2^-)e"''"^>  par  le  quaternion  \e"'-^'-. 

Le   quaternion  circulaire    f  ^ -f  2/?- je"i^i+''ï(-^'^î>    s'appelle    le 
quotient  principjaJ. 

CHAPITRE  IV 
Nombres  quaternaires. 

718.  Définition.  —  Nous  appellerons  momentanément  quaternion- 
quadrant  tout  quaternion  dont  le  verseur  est  un  verseur-quadrant, 

c'est-à-dire  dont  l'argument  est  (+  ^  +  2k-). 


222 


TERNIONS  ET  QUATERNIONS. 


Le  symbole  représentatif  d'un  quatoiTiion-quadi-ant  est  \e  "  ou 
\h  on  u\. 

719.  llôeoiiipoHition  d^iiii  qiial«rnioii.  —  Théorème.  — 
Tout  qurrfo'ii/oif  est  In  sonnne  d'un  nombre  qualifié  et  d'un 
quaternion-quadrant  de  même  indice  que  lui. 

Considérons  (fig.  12)  un  quater- 

nion  quelconque     Ae"^  =  X— • 

s 

Soit  i  un  axe  tel,  que 

{st)  =  11^- 

Projetons  le  vecteur  v\  sur  les 
axes  s  ei  t.  On  a,: 

v\  —  sk  cos9  -\-ll  sin8.  .  „     ,, 

'  r  !(..  12. 

Donc,  en  vertu  de  la  définition  d'une  somme  de  quaternions  : 


^l 


s  t 

'~\  cos6  +  -\  sinO 


(1) 


s  s  s 

ou  A^"^  -=  AcosQ  +  ?f)vSin9 

et  par  conséquent,  pour     A  =  1  : 

e«9  =  cos6  +  ^<sinQ.  (2) 

Le  quaternion  \e"^  est  donc  la  somme  du  nombre  qualifié  Xcosô 
et  du  quaternion-quadrant  ?^. XsinQ,  de  même  indice  u  que  lui. 
Subsidiairement,  on  constate  que 

A(cosO  +  '^sinG)  =  XcosS  +  ^^).  sinB. 

720.  Théorème.  — •  Tout  quafe)'nion  - quad)'ant  est  fa  somme 
de  trois  qnafernioïis-quddj'ants  do)it  les  axes  forynent  un 
trièdre  trirectajujJe. 

Considérons  un  quaternion-quadrant  u-ix  dont  le  plan  est  déter- 
miné dans  le  système  r\i  par  les  angles  io  et  su)  (fig.  9). 

J 


On  a 


u  == 


Projetons  t  sur  les  axes  i  et  ic\ 

;        ^:=fc=:  fi?'  cosw  +  i  sinw 


d'où 


t        iv^  i 

u  =''^r^=  -rziT-  COSW  4"  -=  sino). 

s         s  s 
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~n-'  .  .  i  S 

Or,  on  a  :  ^=-  ^  i        et        -=  = -^  \ 

s  s        i' 

pour  calculer  ce  dernier,  projetons  s  sur  les  axes  r  et  }>  : 
s  =  r  cos  Ç5  4-  P  sin  cp  ; 

d'où  -  =  ï,  cos  cp  +  '4'  sin  cp  =  J  cos  cp  +  r  sin  -.p. 

On  a  donc  finalement  : 

îc  =-  l  costo  +  j  sinw  cos'-p  +  r  sin  w  sin 'f  (3) 

et  îfj.  =  i  [J.  cos  w  +  j  jA  sin  lo  cos  o  -\-  r'^  sin  w  sin  cp  (4) 

721.  Théorème.  —  Tout  quateryiion  est  la  somme  d'un  nombre 
quali/ié  et  de  trois  quatertiions-qtiadrants  trirectangi.daircs. 

Ce  théorème  résulte  des  deux  précédents  : 
On  a  q  =  >^^"^  =  Acosf)  +  «  AsinO  (1) 

et         u  =  ie""''  *  =  i  cosw  +,/  sinw  cos'j>  +  r  sinoj  sincp.         (3) 

Donc  :  q  =^  ,£  =^ 

Acose  +  Ta  sin  e  cos  w. +  . y  A  sin  f)  sinw  cos '^  +  r  a  sin  f)  sinw  sin -p.  (5) 

722.  Remarque.  —  Considérons  un  vecteur  u  }x  porté  par  l'axe  u, 
ai  projetons  ce  vecteur  sur  les  trois  axes  rectangulaires  r,  ;),  i. 

On  a  :  «  =  i  cosw  +  te  sin  w 

«•  =--  j  cos'f  -f-  r  sin'^. 

Donc,       u  =1  cosw  +  j  sinw  cos-f  +  >'  sinw  sino 
et  û  u  =  T  u^  cos  w  +  J'j.  sin  w  cos  'f  +  r  ;x sin  w  sin  -p .  (G) 

On  constate  que  la  formule  (4)  peut  s'obtemr  en  substituant 
dans  la  formule  (6)  aux  vecteurs-directeurs  u,  i,  ;,  r,  les  verseurs- 
quadrants  u,  i,  ,;,  r. 

723.  Scalar  et  vecteur.  -  Définitions.  -  Le  nombre  qualifié 
AcosO  s'appelle  scnlar  du  quaternion  Ae"^. 

Il  est  indépendant  de  l'indice  ii. 
.  Un  quaternion-quadrant  et  un  vecteur  seront  dits  homologues 
lorsque  le  vecteur  est  porté  par  l'axe   du  quatermon  et  qu'il  a 
pour   mesure   le   tenseur    du    quaternion;   le  vecteur   wx    et    le 
quaternion  wx  sont  homologues. 

724  Théorème  —  La  somme  de  deux  quaternions-quadrants 
est  lui  quaternion-quadrant,  dont  U  vecteur  homologue  est  la 
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somyne  gcométriqiie  des  vecteurs  homologues  des  quaternions 
considérés. 

Soient  deux  qiiaternions-quadrants  iy]Xi  et  i.^o  et  leurs  vecteurs 
homologues  i^)x^  et  iap^j  (%•  13). 
Soit   7t   l'axe   d'intersection   des    plans   des   deux   quaternions; 


on  aura  : 


z,.a,  =  u,  -^ 


?„a,  -=  a.. 


U 


U 


Les  quatre  axes  ?i,  u,  v^  et  v.  sont  dans  un  même  plan  dont 
l'axe  est  u  ;  et  dans  ce  plan,  on  a  : 

Soient  OA  =-  ^^v^         OB  =  ^xoVo 

et  ôc  =  [^1^1  +  jXaîJo  =  ;ji3ï^3; 

d'où        i,^,  +  .>,  ^  1^  +  Mê  =  ^^-^^  +  ^^^^  =  i^"" 


î« 


?6 


u 


U 


FiG.  13. 


Le  plan  ^1?;^;  étant  perpendiculaire  à  ii,  est  perpendiculaire  au 
plan  uc_i. 

L'axe  du  quaternion  ^-^  sera  un  axe  î^  de  ce  plan,  et  tel,  que 

21 


(c-sh)  =  «  ^- 
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de  l'angle  u  ^ 


Donc 


On  a  donc  i^uj  +  h'^t-i  =  hY-z- 

Si  l'on  fait  tourner  la  somme  géométrique 

ÔC  =  OÂ  +  OB 

elle  viendra  coïncider  avec  la  somme 

ÔC'  =^  ÔÂ'  -f  ÔB'  =  r,[ji,  +  ^iUo. 

OC  =  U:,         et         OC'  =  Z3;jL3. 

Par  conséquent,  la  somme  géométrique  i^'j.^  +  /.^Uo  =  i^<j.^ 
est  le  vecteur  homologue  de  la  somme  des  quaternions-quadrants 

725.  Corollaire.  —  La  somme  àe  plusieurs  quaternions-quadrants 
est  un  quaternion- quadrant,  dont  le  vecteur  homologue  est  la 
somme  géométrique  des  vecteurs  homologues  des  quaternions 
considérés. 

726.  Théorème  —  Le  produit  d'un  quaternion-cpuadrcuit  par 
un  quatei-nion  quelconque  dont  l'axe  est  pei'pjendiculaire  à 
l'axe  du pjremier,  est  un  quaternion-quad ra nt  dont  Je  vecteur 
homologue  est  le  produit  du  vecteur  homologue  du  pronier 
quaternion,  pjaj-  le  quaternion  multiplicnfcur. 

Considérons  (flg.  14)  le  produit 


z'iULi    X    AC"*^ 


a,e'-  X  V'*^ 


'lô'T- 


7/0 


l.i.'J.,A. 


D'autre  part, 

iijjLi  X  Ae"*^  =  io.tXiA. 

Ces    résultats    démontrent    le 
théorème. 

727.  Théorème.  —  Le  rap)p)ort 
de     deux    quaternions  -  qua - 
dr-ants    est   égal   au   rappo)'t 
^1  des  vecteurs  homologues. 

On  a  : 


lo<±.2 


Cl.  il 
uo    i» 


TiQ.  u. 


!^2    i% 


728.  Définition.  —  Les  théorèmes  qui  précédent  montrent  l'absolue 
concordance  qui  existe  entre  les  quaternions-quadrants  et  les 
vecteurs  homologues. 

A  l'avenir,  nous  donnei^ons  aux  quaternions-quadrants  le  nom 
de  cecteurs. 
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On  raisonne  mieux  mentalement  sur  des  vecteurs  que  sur  des 
qualei'nions,  et  l'on  .combine  plus  aisément  les  démonstrations. 
Les  décompositions  en  sommes,  surtout,  se  conçoivent  bien  plus 
facilement  pour  des  vecteurs  que  pour  des  quatornions.  Enfin, 
toutes  les  propriétés  des  vecteurs  deviennent. applicables  aux  quater- 
nions-quadrants,  sans  en  modifier  les  énoncés.  Cependant,  nous  ne 
confondrons  par  les  symboles  représentatifs  des  deux  espèces  de 
vecteurs  {ir^  et  ir  a). 

D'autre  part,  de  nouvelles  expressions  s'introduisent  maintenant  : 
produit  d'un  vecteur  par  un  quaternion  dont  le  plan  ne  contient  pas 
le  vecteur;  produit  d'un  quaternion  ou  d'un  vecteur  par  un  vecteur; 
puissances  et  racines  d'un  vecteur.  Il  est  clair  que,  dans  ces  expres- 
sions, le  mot  vecteur  doit  être  pris  dans  sa  nouvelle  signification, 
c'est-à-dire,  quaternion-quadrant. 

Dans  les  anciennes  expressions,  au  contraire,  où  figure  le  mot 
vecteiu%  le  lecteur  est  libre  de  lui  attribuer  à  son  choix  la  nouvelle 
ou  l'ancienne  signification. 

729.  Le  tliéorème  du  n°  719  s'énonce  actuellement  : 

Toîff  quaternion  est  la  som7ne  d'un  scalar  et  d'un  vecteu?" 
dont  l'axe  est  perpendicîdah'e  au  plan  du  quaternion. 

Le  quaternion  est  dit  décomposé  en  partie  scalaire  et  partie 
vectorielle. 

On  écrit  q  =^  ^q  +  \q. 

Sq  signifie  et  s'énonce  scalar  de  q. 

\q  signifie  et  s'énonce  vecteur  de  q. 

Un  scalar  est  d'ailleurs  un  (juaternion  dont  le  verseur  vaut  -j-  1, 
c'est-à-dire  dont  l'argument  est  nul  ;  on  l'appelle  parfois  un  quater- 
nion scalaire. 

On  peut  évidemment  intervertir  l'ordre  des  deux  termes  et  écrire  : 
q  =  ^q  '\~  Vg  =  \q  -\-  Sq. 

On  peut  aussi  utiliser  les  formes 

q  =  X  -\-  îi]/  =  S  -\-  uY  =  1  (cosO  -f  7t  sinO) 

dans  lesquelles  u  =  ie*'^^  '  ; 

<?u  encore  q  =  a  -}-  ix  +  jy  -\-  rz. 

730.  Remarque.  —  Si  l'on  observe  que 

r  =  4  =  4  —  i'j  =  —  ij  -  ;■', 


NOMBRES  QUATERNAIRES.  227 

■cette  dernière  expression  devient  : 

q=^  a  +  ix  +jy-V-jiz 
-expression  qui  facilite  les  calculs,  car  on  retient  facilement  que 
jij  =  i      et      ijl  ^  j. 
731.  Problème.  —  Un  quaternion  étant  donné  sous  la  forme 
décomposée  q  ^  a  -\-  ix  +  jy  +  o^z, 

calcider  son  tenseur,  son  argument  et  les  angles  qui  déter- 
minent son  jilcm. 

Identifions  le  quaternion  donné  avec  le  quaternion  général 
q  =  ÀcosO  +  2Asinf|cosoj  +_yAsinOsinwcos'i  +  /'AsinOsintosina, 
Nous  obtenons  les  quatre  équations  : 

).cose  =  a  (1) 

A  sin  8  cos  (x>  =  œ  (2) 

À  sin  h  sin  m  cos  'f  =  y  (3) 

).  sin  h  sin  03  sin  '^  =  z.  (4) 

Élevant    au    carré    et    additionnant    membre    à    membre,   nous 

obtenons  :  a-  =  a-  +  j"-  +  2/'  +  -'•  (5) 

Nous  pouvons  toujours  rendre  positif  le  tenseur  d'un  quaternion 
(s'il  est  négatif,  on  prend  un  argument  diamétralement  opposé). 
Soit  donc 

À  =  +  \'ar  +  ^'  +  y-  4-  ^•'. 
L'équation  (1)  nous  donne  ensuite 

cosO  =  .^     d'où     H  =  2kT.  ±  %        (0  <  80  s^  t:). 

Nous  pouvons  disposer  du  signe  de  Oq,  c'est-à-dire  choisir 
e  =  2k-  +  Oo, 
car  ff  est  le  tenseur  d'un  quaternion  circulaire  9e-",  et  changer  le 
signe  de  la  valeur  principale  de  0  revient  à  prendre  pour  w  un  angle 
diamétralement  opposé;  c'est-à-dire,  revient  à  prendre  un  axe 
opposé  pour  le  plan  du  quaternion. 

L'équation  (2)  donnera  ensuite 

COSOJ   =   ; : — j-       d'où       W   =   2^77    zb    Wo       (0   ^   0)(,    î^   Tt). 

AsmOo 
Nous  pouvons  disposer  du  signe  de  o^o  comme  du  signe  de  80  et 
■de  À,  et  prendre  to  =  2/t-  4-  Wo 

E.    DUMON'T.    ARITIIMiTIQUE    GÉNÉRALE.  IG 
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tg? 


-     (6) 

y 


d'où 


car  (0  est  aussi  le  tenseur  d'un  nombre  circulaire  complexe  toe'?, 
et  changer  le  signe  de  la  valeur  principale  de  w  revient  à  prendre 
pour  'f  une  valeur  diamétralement  opposée;  cela  revient  aussi  à 
changer  le  sens  positif  de  l'axe  s,  intersection  du  plan  du  quaternion 
avec  le  plan  de  repère  rp. 

Enfin,  divisant  (4)  et  (3)  membre  à  membre,  on  trouve 

_  j  2Â-  +  cpo 

j  2/^7:  +  7.  +  cpo. 

Une  de  ces  solutions  sera  à  rejeter  par  le  fait  que  sino  doit  avoir 
d'après  (4)  le  môme  signe  que  z,  puisque     ÀsinOo  sinwo  >  0. 

732.  3llotliilc  fl^iiii  quatoriiioii.  —  La  valeur  absolue  du 
tenseur  d'un  quaternion  : 

,À,  =  V«'  +  ^'  +  y"  +-- 
s'appelle  le  module  du  quaternion. 

Puisque  l'on  peut  disposer  du  signe  du  tenseur,  on  le  prend 
généralement  positif,  et  l'on  fait  la  confusion  entre  le  tenseur  et 
le  module. 

733.  ^oiiiiiio.  —  Théorème.  —  La  somme  de  deux  ou  plusieurs 
qiiaternions  a  pour  scalar  la  somme  des  scaUu-s  et  p)Our 
vecteur  la.  somme  géométrique  des  vecteurs  des  quaternions 
considérés. 

Considérons  d'abord  deux  quaternions  dont  les  plans  se  coupent 
suivant  un  axe  u  (fig.  15). 
Soient  : 


À^e<-,o.  =  -^  A^ 


Aoe'^-t 


et  (u2h)  =  h  I 


u 


On  a  pour  la  somme  : 


u 


Fig.  15. 


ou 


?^).iC0s9i  +  jOi)viSinfJt  +  ?0wcos9o  -\- p.A.^\Q.% 
u 


_  u   (AiCOsOi    +   ÀoCOsOe) 


Pi 


ïh 


u, 


+  -^  Al  sine  1  +  4^).oSinG2 
it  u 


=  (AlCOsOi  4-  ÀoCosG.)  +  /jAiSinOi  -f-  /,,À.sinGo; 
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si  nous  appelons  i^u.  la  somme  des  vecteurs  ii).isin9i  +  LX;^sin^o 

et  \  la  somme  des  scalars  )^iCOsBi  +  LcosB.., 

nous  obtenons  \,e'^^^  +  l.e'^-'^^  =  a  +  i-yx.  C.  Q.  F.  D. 

Le  théorème  étant  démontré  pour  deux  quaternions  s'étendra 
successivement  à  3,  4,  ...  ;/,  quaternions. 

734.  Théorème.  —  Une  somme  de  quaternions  est  indépen- 
dante de  l'ordre  dans  lequel  on  les  considère. 
Soient  ^i  =  -^i  +  'i^/i 

q-.  =  ^2  +  iii/z 


Qn   =  -^n   +   int/n- 

On  a,  en  vertu  du  théorème  précédent  : 

^1  ~h  ch  +  ■■■  +  an 

-    (^1    +   ^2   +    •••    +   ^n)    +   (ïl2/l    +    ^2^2   +    •••    +     'inUn)    =   ^   +   Uy . 

Or  X  et  uy  sont  indépendants  de  l'ordre  des  termes.    C.  Q.  F.  D. 

735.  Théorème.  —  Deux  quaternions  conjugués  ont  le  môme 
scalar  et  des  vecteurs  opjoosés. 

On  a  en  effet  :        Ac"*^  =  acosO  +  ?rAsinf| 

^gH(-e)  ^  /^£>H'o  ^  AcosB  +  ^i'AsinG. 

736.  Remarque.  —  Do  la  définition  de  la  différence  de  deux 
quaternions  résulte  : 

AcosO  -f  K'Asin^  =  ACOsO  —  u\^m^. 
Donc,  si  l'on  a  : 
^  :=  r/  -f  IX  +  jy  +  rz,     on  aura    K^  =  a  —  tx  —jy  —  rz. 

737.  Théorème.  —  La  somme  de  deux  quaternions  conjugués 
est  égale  au  double  de  leur  scalar  commun.  Leur  différence  est 
un  vecteur  double  du  vecteur  du  jjronier. 

\0u^  j^  Ae-"^  =  2).cos8  4-  u\'s,m^  —  u\i,m.H  =  2acos9. 
■)^^ue  _  )^e-«o  ^  ?rAsin8  +  ^«Asinô  =  u2lsmh. 

738.  Produit.  —  Théorème.  —  Le  produit  de  deux  quater- 
nions est  égal  à  la  somme  des  produits  du  scalar  et  du 
'vecteur  du  premier  par  le  second. 

Je  dis  que 
(Aicosfii  +  /lAiSinOO  X  \ê^^  =  XiA^cosBi-C'^'^^  +  AiA^sinei-Zi-c'^o^ 

Il  suffit  évidemment  de  démontrer  que  : 

(cosQi  +  i,  sineO  X  e''>-  =  cosBi  x  &-'''-  +  smOi  X  e   - 
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Soient  (fig.  16)  : 
(rm)  =  i,'-^ 

{uv)  =-  ÎA  =  (vy) 

{ov)  =  A  ^  -f  h%  =  (vx). 

Les  trièdres  ouv  et  vxi/ 
sont  égaux.  Donc 


F2/I 


2 


\w 


Fig.  16. 


Soient    OA  =  cosOi 
et  OB  ^  sinOi, 

en  posant: 

yj?  =  +  -     et     z/^  =  Oi. 


On  aura 


OA 


cos  Qi .  e'î®«  =  -^=r-       sin  8i .  c   = 

■y 


î,  ^  -r-  /,e.  _   OB 

V 


D'où  l'on  déduit  : 
cos  Oi .  c'''^î  +  sin  f)i .  il .  e' 
Or, 


OA  +  OB       iT.sinOi  +  î/.  cosOi 


d-  =  JL-  =  ii  .  -£-  =  e'V. .  e'.e._  (cosOi  +  i,  sinOOt'''^'.    C.  Q.  F.  D. 
V        tv         te     u 

739.  Théorème.  —  Le  prochdf  de  deux  quaternions  est  égal 
à  la  somme  des  pi-oduits  du  premier  par  le  scalar  et  le  vecteur 
du  second. 

Je  dis  que 

ÂiC''^^'  (âoCosOo  4-  LAoSinôo)  =  liAoCOsOn.e'*'^'  +  \ikoS,mH^_.e''^^^ .L. 

II  suffit  de  démontrer  que 

e      .e     =cosyo.e      H-sinOo-c  -. 

Soient  (fig.  17).  A 


w  u 


0 
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D'OÙ 
i.o,     î.e,  =  _!i    j^  =  _^  _   QB  +  OA  _  u  cos  9o  -1-  7-  sin  Qo 
tt?      u         W  IV  iv 

ou  e'»^'  .e'«^»  =  cosfjo.-z^  -|-  sinÔo.^=- 

tv  '  w 

=  cosfio.c       +  siny2.e  -. 

740,  Remarque.  —  Les  démonstrations  des  deux  théorèmes  pré- 
cédents ont  été  établies,  la  première,  en  partant  du  second  membre, 
la  deuxième  en  partant  du  premier  membre  de  l'égalité  à  démontrer. 

On  peut  naturellement  emplo^'er  l'un  et  l'autre  procédé  dans 
les  deux  cas. 

741,  Théorème.  —  Le  produit  de  deux  quaternions,  décom- 
posés chacun  en  partie  scalaire  et  partie  vectorielle,  est  égal  à 
la  so7nme  des  j)rodiiits  de  chaque  partie  du  pjremier  jiar  chaque 
partie  du  second. 

Si  V''®'  =  ^^1  +  ^'i^i    et    Lt'''^î  =  (I-,  +  i.J).,, 

on  aura  : 
}.ie''^*.)we'--^»  =  {a-^  +  ij)^  {a^  +  i.b«)  =  a^cu  +  i^xC-i  +  iM^b-  +  ixiJb-Jj-i. 

Cette  propriété  résulte  des  deux  théorèmes  précédents. 

742,  Théorème.  —  Le -produit  d'une  somme  de  vecteurs  par 
un  vecteur  est  égal  à  la  so)n)ne  des  pjroduits  des  vecteurs 
comjjosants,  par  le  vecteur  multiplicateur. 

Soit  le  produit  :  ÇkJi  +  \i2)\i3. 

Il  est  le  conjugué  du  produit  : 

M\i'i  +  ^^..i'.)  _  Wi'i  +  À.;A3«''2  _  >hVi  +  W'P^ 


V3(Ai'^''i+Aei'.) 


1 


^ar  i's  =  (zg)-^  =  . 

En  vertu  de  la  définition  d'une  somme  de  quaternions,  on  aura  : 

^3  ^3  h 

i'  i' 

=   ^^r^a  -r   +  ^^^2^^3  -r   =   '^^Asi^'l   +    )^2A3«'3^'2- 

'3  h 

Reprenons  le  conjugué  de  cette  somme  de  ([uaternions  : 

Or  ce  conjugué  est  le  produit  donné.  On  a  donc  : 

(AiZ'l   4-   IJ^^is   =   \il-\i3  +    A2À2-À3«3- 
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743.  Théorème.  —  Le  p)-odu'il  d'un  i^ecleiu-  par  2ine  soynmc 
de  vccleurs  est  égal  à  la  somme  des  produits  du  vecteur 
par  chac7in  des  vecteurs  composants. 

Soit  le  produit  :     Xi/.i(Ài/i  +  Àgig). 
De  ce  que    i,  =  {i's)~\     on  a  : 

-i'-s  i-s  I3  iz 

>  <  3  '3 

744.  Théorème.  —  Le  prodîiit  de  deux  nombres  quaternaires 
se  développe  comme  le  pt^oduit  de  deux  sommes  de  nombres 
réels,  à  condition  de  respecter  l'ordre  des  facteurs. 

En  effet  les  théorèmes  qui  viennent  d'être  démontrés  pour  des 
sommes  de  deux  vecteurs  s'appliquent  à  des  sommes  d'un  nombre 
quelconque  de  vecteurs,  puisque  celles-ci  peuvent  se  ramener  à  des 
sommes  de  deux  vecteurs. 

On  aura  donc,  en  vertu  des  trois  derniers  théorèmes,  appliqués 
aux  quaternions  <7,  et  q^  : 
q,^a,-\-  ix,  +  ;?/i  +jizy         et        q,  =  a.  +  ix.  +  jy.,  -\- jiz^ 

qxq<i  =  ct^a.  +  a^  {ix.  +  jy.  +  jlz.^  +  {ix^  +  ;>i  +  jiz,)  a.^ 

■   +  {ix\  +  ivi  +ji^i)  (?>2  +iy2  +i?-2); 

ou  ^1^2  ^  a,a.  +  i{aix,  +  «2^1)  -{-ji^iy-z  +  a^yi) 

+  jii'^h^-z  +  <^2-i  +  2/1^2  —  ^12/2)  +  2-^1^2  +j-yiy-z  +  i{ji)0CiZ. 

+  jiizyx.^  -\-jijZiy,  +  j{ji)yi--2  +  {ji)Lp)-i-f 
Tenant  compte  des  formules  du  n°  675,  on  obtient  : 

^1^2  =  «1^2  —  ^1^2  —  2/12/2  —  -1-2 

+  ,;■  («i2/2  +  c(.y,  +  ^1-2  —  -1^2) 
+  ^  {a^x.  +  r/ga:-!  +  z^y.  —  y,z.) 
+  i?'  {f'iZo  +  rto^i  +  2/1^2  —  ^12/2) 
ou  /2'i5'2  =  ^^3  +  ix^  -\-jy^  +  jiz^. 

745.  Corollaire  I.  —  Le  produit  d'un  quaternion  par  une  somme 
de  quaternions  est  égal  à  la  somme  des  produits  du  premier 
quaternion  par  chacun  dos  termes  de  la  somme  ;  et  réciproquement. 

On  a  donc  : 
{?!  {(Î2  +  Qs)  =  '/i^e  +  ^1^3         et         (q.,  +  q^)  q,  =-  q.^q,  +  q,q,. 

746.  Corollaire  II.  —  On  a  aussi 

(Qi  +  ^2  +  ^3)  {q*  +  q,)  =  q^q^  +  (?2(Z4  +  q^q*  +  '^i(?5  +  ^2^5  +  Ms- 
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747.  Remarque.  —  Le  scalar  d'im  produit  de  deux  quaternions 
<?st  indépendant  de  l'ordre  des  facteurs. 

748.  Théorème.  —  Dans  un  produit  de  x^hisieurs  quaieniions, 
on  peut  remplacer  deux  ou  plusieurs  facteurs  consécidifs  xxir 
leur  produit. 

Ainsi,  on  a,  par  définition  : 

Je  dis  qu'on  a  également  : 

Pour  le  démontrer  ii  suffit  de  mettre  chaque  quaternion  sous 
la  forme  quaternaire,  puis  de  développer  le  produit  ainsi  qu'il  est 
dit  ci-dessus,  et  on  constate  la  vérité  du  théorème. 

749.  Corollaire  I.  —  Da)is  une  somme  géométrique  d'angles 
on  peut  remplacer  deux  ou  plusieurs  angles  consécutifs  par 
leur  somme  géométrique. 

De  ce  que  e''^' .  e'--^-- .  e'^^^  =  (e'<^* .  e'--^^)  e'"=^=  =  e'^^^  (e'^^» .  e''*^') 
on  déduit  : 

^^^1  -f  ^A  -i-  h%  =  (jA  -f  i^^  -i-  h%  -  ^A  -i-  (JA  -i-  h^z)- 

750.  Corollaire  II.  —  Le  quaternion  Ai^  est  égal  au  produit  — .  Qo. 
En  effet  : 

^  =  fe)-^  (mù  =  {rh-'  ■  qO  q-z  =  ^'  •  q-z- 

qs  qz 

751.  Corollaire  III.  —  On  a  aussi  : 

{qiQÙ  ■  qz  =^  (qiq-d  qs"'  =  qi  (^2^3-')  =  ^1  x  (q^  -.  q^)- 

752.  Corollaire  IV.  —  Le  scalar  d'un  p)^'oduit  de  jilusieurs 
quaternions  ne  change  pas  lorsque  l'on  intervertit  l'ordre 
des  facteurs  tout  en  conservant  leur  ordre  cyclique. 

S  {qiq2qz)  =  s  {qzqiq-ù  =  s  {q.qzqx)- 

En  effet,     S  {q^q^ .  ^3)  -=  S  {q^ .  q^q.^)  =  S  {q^q^ .  q.^ 

=  ^iq-z-qzqd  =  S{q,qz.qi)- 

753.  Théorème.  —  Le  produit  et  le  quotient  de  deux  vecteurs 
'perpendiculaires  sont  deux  vecteurs,  pjerpjendiculaires  au 
plan  des  deux  premiers. 

Seul  l'énoncé  de  ce  théorème  déjà  connu  (684)  est  d'une  forme 
nouvelle,  amenée  par  la  double  signification  du  mot  vecteur. 

754.  Théorème.  —  Le  conjugué  d'un  vecteur  est  le  vecteur 
■opposé. 
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755.  Théorème.  —  Les  deux  ])rof1nits  de  deux  vecteurs  sont 
deux  quatc/'tùons  conjugues. 

Soient  deux  vecteurs    a  =  ?>i  -\-  jyx  -\-ji^i 
(3  =  ix,  +ji/,  -hjiz^. 
Je  dis  que  aP  =  K.(?a). 

Il  suffit  de  prouver  pour  cela  que  les  scalars  sont  égaux  et  que 
les  vecteurs  sont  opposés. 

On  a  :  a|3  -  —  {x.x.,  -f  ij.j/,  +  ^1^2)  -f  i  {z,y.  —  z.y,) 

+  j  (^1-2  —  ^i^-i)  +Ji  {yi^\  —  ^1^2) 
et  Pa  =  —  {x^x.  +  y,y.  +  z^z.^  +  i  {y,z^  —  y.z^) 

+  j  (^2-1  —  ■2^1-2)  +ji  {oc,y^  —  œ.y,). 
On  en  conclut  :  S(a[3)  =  S(pa) 

et  V(a{3)  +  V(Pa)  =  0. 

(Voir  une  démonstration  directe  du  même  théorème  au  n°  667). 

756.  Corollaire  I.  —  On  a  également  : 

y.'^  +  Pa  =  2  S(a[3) 
a.3  —  ,3a  =  2  y(a.8). 

757.  Corollaire  II.  —  Si  les  deux  vecteurs  sont  égaux,  on  aura,  en 
faisant  ,3  =  a  : 

a,3  =  py.  =  a~  =  —  {xi  +  y\  +  ^^. 

758.  Théorème.  —  Le  sccdar  d'un  2^roduit  de  deux  vecteurs 
est  égal  au  produit  de  leurs  tenseurs  et  du  cosinus  du  supplé- 
ment de  l'angle  des  axes. 

Le  verseur  du  vecteur 
de  ce  produit  est  le  vec- 
ieur-directeur  de  l'axe 
normal  au  playi  des  vec- 
teurs, comjjté  p)Ositive- 
ment  de  telle  manière  que  ù 
l'axe  du  vecteur  ^nultipli- 
cateur(le  deuxième)  doive 
tourner  dans  le  sens 
direct  d'un  angle  onoin- 
dre  qu'un  demi-tour  pour 
coïncider  avec  l'axe  du 
pjremier  vecteur. 

FiG.  18. 
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Le  tensein"  du  vecteur  du  produit  est  égal  au  2^^'oduit  des 
tenseurs  et  du  simis  de  l'angle  des  axes. 

Soient  deux  vecteurs  i^\  et  1^2  dont  les  plans  se  coupent 
suivant  un  axe  u  perpendiculaire  au  plan  ij^,,  le  sens  positif  étant 
choisi  comme  il   est  dit  dans  l'énoncé,  c'est-à-dire  tel,  que 

(i^i,)  =  u^,      0  <  9  £^  H-  71. 
On  aura  : 

i,\  X  iX  =  1,1,  e''^^''?  =  ).il,  e"(—^l 
On  déduit  de  cette  formule  : 

S{fiAi.l.ylo)  =  AjA,  COS('r:  —  6)  =  —  AjA»  COS  ^ij 
V  (/jAi .  z^Ag)  =  ic  A1A2  sm  l^l, 

versV(iiXi .  i^lz)  =  u 

/\ 
tensY(?iAi.  Vw)  =  )^A2  sinzV/i 

,^  /\  ^^  /\ 

et  /lAi  X  iiAo  =  AjA,  cos  (-  —  i,ii)  +  u  ."^il,  sinioii. 

759.  Corollaire  I.  —  Le  produit  de  deux  vecteurs  dont  les  axes  sont 
confondus  est  un  scalar  égal  au  produit  des  tenseurs  changé  de  signe. 

Le  produit  de  deux  vecteurs  perpendiculaires  est  un  vecteur 
perpendiculaire  au  plan  des  axes  des  deux  vecteurs,  et  dont  le 
tenseur  est  égal  au  produit  des  tenseurs  des  deux  vecteurs. 

760.  Rapport.  —  Théorème.  —  Le  scalar  du  rajijjort  de 
deux  vecteurs  est  égal  au  p7^odîiif  du  rapport  des  tenseurs 
par  le  cosinus  de  l'angle  des  axes. 

Le  verseiir  du  vecteiu'  de  ce  rapport  est  le  vecteur-directeur 
d'un  axe  peî^pendicidaire  au  plan  des  deux  vecteurs,  compté 
positivement  de  telle  manière  que  l'axe  du  deuxième  vecteur 
doive  tourner  dans  le  sens  direct  d'un  angle  moindre  qu'un 
demi-tour,  pjour  coïncider  avec  l'axe  du  premier  vecteur. 

Le  tenseur  de  ce  vecteur  est  égal  au  jjroduit  du  rapjpjort  des 
tenseurs  par  le  sinus  de  l'angle  des  axes. 

On  a  ^  =  ^-J-  =  ^l'oi,. 

loi  2  Ao      ?2  Ag 

En  vertu  du  théorème  précédent, 

S    c-^     =  —  --i  cos^^,^l  =  ^  cosz.Zo. 
yi^ioj  A.  ^'       A, 

V    =rV    =  u^  smiii'o  versV    ^     =  u 

\a,îJ  a,  -  \l.jj 

tens\     ^-^     =  ,—  smzgZi. 
\lojJ       A,         '  ' 
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761.  Kciiiarqiie  Niir  la  décompoHitioii  cIc^m  qiiatcr» 
liions.  —  On  est  en  droit  do  se  demander  s'il  n'est  i)as  possible  de 
décomposer  systématiquement  les  quaternions  circulaires  en  sommes 
circulaires,  par  des  décompositions  d'angles.  Il  est  facile  d'apercevoir 
que  l'indice  du  quaternion  disparait  dès  la  première  décomposition, 
et  dès  lors,  celle-ci  n'offre  plus  aucun  intérêt. 

762.  Cependant  il  y  a  une  autre  façon  d'envisager  la  décomposi- 
tion d'un  quaternion,  et  qui  ne  sera  pas  dépourvue  d'utilité. 

Considérons  un  quaternion  quelconque  q  =  Ae"''^+2''"'  dont  nous 
avons  rendu  au  préalable  le  tenseur  positif. 

Nous  basant  sur  une  analogie  de  forme  (722),  nous  avons  décidé 
qu'un  quaternion  décomposé  en  une  somme  d'un  nombre  qualifié 
(scalar)  et  d'un  quaternion-quadrant  serait  dit  être  la  somme  d'un 
scalar  et  d'im  vecteur. 

Ainsi,  ayant  :    ]>  =  acosO  +  ?«XsinO  =  a  -\-  ub 
nous  avons  fait  volontairement  la  confusion  entre  a  -[-  7ÛJ  et  la 
somme  hybride,  sans  signification  : 

a  +  u.b, 
c'est-à-dire  que  nous  avons  remplacé  dans  notre  pensée  le  quater- 
nions-quadrant  id)  par  son  vecteur  homologue  iib  ;  et  cela,  parce 
que  nous  avions  reconnu  que  cette  analogie  d'écriture  nous  permet- 
tait d'écrire  très  facilement  la  somme  de  plusieurs  quaternions; 
par  exemple,  la  somme 

{Zl    +    Q'2    +    <h    =    (^^1    +   ^'l^l)    +    (^^2   +   ^h^ù    +    (^'3  +   Uzb^) 

s'obtient  en  faisant  les  sommes 

«1   +  «2    +  «3  =  « 

nj)i  +  ^'2^2  +  ^'3^3  =  ■^^^ 
et,  finalement,     a  +  ^tb     se  trouve  être  précisément  la  somme 
^,  +  ^2  +  qz  (724). 

763.  Définitions.  —  Au  lieu  d'assimiler  le  quaternion  a  +  nb  à 
une  somme  a  4-  ub  d'un  scalar  et  d'un  vecteur,  nous  pouvons  tout 
aussi  légitimement  l'assimiler  à  la  somme  a  -\-  ub  d'un  scalar  et 
d'un  angle. 

De  sorte  qu'un  quaternion  peut  être  dit  décomposé  en  partie 
scalaire  et  partie  vecto)-ieJle,  ou  bien,  en  iw)'tie  scalaire  et 
partie  angulaire.  Le  quaternion  n'est,  naturellement,  décomposé 
en  réalité  que  d'une  seule  manière.  Le  nom  seul  de  la  seconde  partie 
change,  suivant  le  point  de  vue  auquel  on  veut  se  placer  pour  la 
suite  des  calculs. 
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Un  quatern'ion-quadrant  et  un  angle  seront  dits  homologues, 
lorsqu'ils  appartiennent  au  même  plan,  et  que  la  mesure  de  l'angle 
par  rapport  au  radiant-directeur  de  ce  plan  est  un  nombre  circulaire 
congru  (.^llod.  2?:)  au  tenseur  du  quaternion. 

Ainsi  donc,  le  quaternion-quadrant  u<^  et  l'angle  u{u.  +  2/^-)  sont 
homologues. 

764.  Théorème.  —  La  somme  circulaire  relative  de  deux  ou 
2Jlusieurs  qiuder7iions-quadra?its  est  un  quaternion-quadrant 
dont  l'angle  homologue  est  la  somme  géométrique  des  angles 
homologues  des  quaternions  considérés. 

Cette  propriété  résulte  de  la  définition  même  de  la  somme  circu- 
laire relative  (709)  puisque  l'on  a  simultanément  les  relations  : 

«lOj  -^  u.J^o  =  2^383 

Le  théorème  s'étend  successivement  à  un  nombre  quelconque  de 
termes. 

765.  ^oiuuic  circulaire  relative  de  quaternions 
quelconques.  —  Observons  d'abord  que  la  somme  de  plusieurs 
scalars  peut  être  intitulée  somme  circulaire  relative  de  ces  nombres. 
En  eflfet,  tist  étant  trois  axes  trirectangulaires  quelconques  (fig.  9), 
et  «1,  «2»  ^3  des  scalars,  on  a  : 

1  -^ 


+  «2  +  "z  =  u  (j  «1  -S-j^(2-i-j  «3  j 
sa^   f.  sa.,   ^  sa3'\  sa^  -j-  sa^  -f-  sa^ 


D'où 


\t  t  t  J  t 

A  ^ 

=  u    ^  ^      ^-    — -  =  u  -^  («1  +  a.  +  «3)  =  u  --  (r^i  +  a.  -f  «3) 
t  t  t 

=  uu-^  (ai  4-  a. 2  +  «3)  =  «i  +  «^  +  «3. 

Cela  étant,  nous  appellerons  somme  circulaire  relative  de 
2')lusieurs  qucdernions  quelconques  le  quaternion  dont  les  parties 
scalaire  et  angulaire  sont  respectivement  les  sommes  circulaires 
relatives  des  parties  scalaires  et  des  parties  angulaires  des  quater- 
nions considérés,  dans  le  même  ordre  que  ceux-ci. 

Ainsi,  si  l'on  a  les  quaternions  décomposés  : 

g^  =  a  y  -\-  ujji        q^  =  «2  +  uJl)^        etc.. 
la  somme  circulaire  relative  sera  : 
{?  =  ^i'+^(?2  +  •••  =  fh  +  '''2  +  •••  +  («1^1 --h  ^^2^^2  +  •••)=  o.-{-ub. 
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766.  Remarque.  —  Un  (lualornion  a  +  uh  n'est  pas  la  somme 
circulaire  relative  de  son  scalar  et  de  sa  partie  angulaire,  au  sen& 
initial  (709)  de  cette  locution. 

On  aurait,  en  effet  : 

a  ^  ub  =  u  [ir^a  -j-  b]  =  u\j  a  -^  -7  b  \  =  u ^- —  =  u   - 

V  t    V  V) 

=  u  -rC  =  -'-7C  =  - c  ^  ce^"^  =  ccos w  +  œ.c sm o). 
t         s    t         s 

L'axe  de  ce  quaternion  est  x,  déflni  par  la  relation 

{xu)  ==  sa     d'où     X  =  ue^^~"-^  =  u  cos  a  +  t  sin  a  ; 
tandis  que  l'axe  du  quaternion  a  -\-  ub  est  u. 

Quant  a  w  c'est  l'angle  :     (sv)  =  xm  ; 
et  l'on  a  les  relations  : 

sinrt  =  cotgw  tgb, 
cosc  =  cosr/  cos^. 


CHAPITRE   V 
Puissances  et  racines  d'un   quaternion. 

767.  H*iiissanee$>«  ii>i4*attlaires.  —  Définition.  —  Le  produit  de 
on  facteurs  égaux  à  un  quaternion  Xeuif^  +  ^f^r.)  s'appelle  p?/i.S5f/«ce 
gjfième  (J^  quaternion  considéré. 

On  a  : 

Nous  appellerons  racine  »"'"*''  d'un  quaternion,  tout  quaternion 
dont  la  puissance  n^^"^  est  le  quaternion  considéré. 

768.  Théorème  —  Toid  qiiaternion  scalaire  possède  n  infi- 
nités de  racines  n'^™*'^. 

En  effet,  P  le  nombre  positif  1  peut  être  considéré  comme  un 
quaternion  dont  le  verseur  est  de  la  forme  e^'-^'^\  v  étant  un  verseur- 
quadrant  indéterminé.  Or,  quel  que  soit  v,  on  aura  : 

.<"?  +  -'''=)' 


s/Xé 


XeiikTz 


2°  Tout  nombre   négatif  —  À  est   un  quaternion  de  la  forme 
)gt'(i:+2?s7t)^  -y  étant  un  verseur-quadrant  indéterminé.  Et  l'on  a  : 


ke  " 


XQV{T.+^.kT.)    _    _    )^, 
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A  chaque  valeur  de  d  correspondent  u  quaternions. 

769.  Nous  représenterons  par  le  symbole  \  a  l'ensemble  de  toutes 
les  racines  >^'«'«^^  d'un  nombre  qualifié. 
Donc,  si  A  >  0  : 

Va  =  \^Le'  "   =  \\    cos^—   +  r  sin/^  — 

[_  >i  n]  (1) 

si  ).  <  0  : 


n  l^  Aih  +  \)- 


n  ^  r    (2^+1)-  ,  ^.  _^.(2h  +  1)- 


'  A  =  \\k  e       "      =  \   A  I  cos^^ — - — h  c  sm 


)l 


(2) 

770.  En  particulier, 

Or,    —  r  =  f'; 
et,  comme  r  est  indéterminé,  nous  pouvons  n'écrire  qu'une  seule 
formule  : 

\  rr  =  r. 

C'est-à-dire   que   tout   verseur-quadrant   (vecteur-unité)   est    une 
racine  carrée  de  —  1. 

771.  Remarque  I.  —  Luisque  n  est  pair,  un  nombre  positif  a 
deux  raciiics  n'^n^es  scalaires,  et  un  nombre  négatif  n'en  a  pas. 

En  eflét,  si  n  est  pair  et  a  >  0,  on  obtient  pour  h  ^  -  et  pour 

h  =  n,  [formule  (1)]  : 

\Jke     =  —  \  A        et        \Ke      =  \K; 

'>h  -\-  1 

tandis  que ne  saurait  être  entier  ;  donc  pour  y,  <  0  la  for- 

)i 

inule  (2)  ne  donne  aucun  quaternion  scalaire. 

772.  Remarque  II.  —  Lo/sqne    n    est    imjjair,    tout    nombre 
positif  ou  iicydfif  piossède  une  racine  scalaire  et  une  seule. 

Si    À  >  0,     pour    h  =  //  ;     et  si     a  <  0,     pour   2h  -\-  l  =  n, 
les  formules  (1)  et  (2)  donnent  respectivement  : 

\  Ae  "    =  V'.        et        VV\^     =^  —  vy\ 

773.  Théorème.  —  Un  verseur  p)0ssède  n  racines  n'^"^**"*. 
En  eilét,  si  Ion  considère  le  verseur  e"'*^+-*~^     on  a  : 


[/(5+«?)l"        -«">+='=' 


■^J    =  e 
ce  qui  donne  n  quaternions  différents  pour  les  différentes  valeurs  de  Â. 
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La  ^z"^"""  puissance  d'un  quaternion  dont  l'indice  ne  serait  pas  u, 
étant  un  quaternion  coplanaire,  ne  saurait  être  c"''. 

Nous  représenterons  l'ensemble  des  ii  racines  >i'"««  par  Iji  notation 


\/e"0  =  e  ^"      "  ''  =  cos   -  +  /i  --    + 


0  2- 

^  )  +  ^i^  sin  (  - •  +  ^  ^" 


La  racine  n"''«^  principale  est 

\fë^  =  e  "•  =  cos  — h  ?i  sin—      ( —  t:  <  0  ^  +  t:). 

^  ?#,  )?  ^ 

774.  Remarque.  —  Il  semblerait  d'après  les  deux  théorèmes  qui 
précèdent  qu'un  quaternion  possède  une  infinité  de  racines  ;<'™"'^. 

On  a  en  effet  :       ).<?««  =  le^'^e'^'-^^'e'''--'''' ..., 
Vi,  Vo...  étant  des  verseurs-quadrants  quelconques. 

Mais  on  remarquera  que  la  puissance  n'^'"''  d'un  produit  de  quater- 
nions  non  coplanaires  n'est  pas  égale  au  produit  des  n^^"'-""^  puissances 
des  facteurs,  car  dans  un  produit  de  quaternions  non  coplanaires, 
on  ne  peut  pas  intervertir  l'ordre  des  facteurs. 

Ainsi  donc 

6        ,27î         ,27r 
« /r-    %t-     V.R —     Vjl — 

\Jkc  » c     »  e  '  '' ... 
n'est  pas  une  racine  ;^'""*  de  àp"^.  Par  conséquent  : 

775.  Théorème.  —  Un  riuatemion  non  .scalaire  2^ossùde  n 
racines  n"''"^^  coplanaires,  et  n'en  a  jj(7,s  d'anlres. 

En  supposant  \>  Ç>  : 


Y  A<>"0  =  Y^A  e 


=  Vi 


cos     -  +  A'  —     +  U  sin    — \-  k  — 
^  n  nj  Vu  n 


(3) 


à  condition  de  donner  à  h  la  même  valeur  dans  le  sinus  et  dans 
le  cosinus. 

La  racine  ;^"''"''  principale  s'obtient  pour  /,-  =  0  et  —  t  <  6  <  +  ir 


V),e«o  _  yx  j^cos  ^^  + 


.     Ô 

u  sm  - 

n 


776.  Ce    qui    a    été  dit  au    sujet   des   puissances   des   nombres 
complexes  s'applique  textuellement  aux  quaternions  non  scalaires. 

Si  —  est  un  nombre  commensurable  et   u   un  nombre  incom- 
n  ' 

mensurable,  on  aura  pour  les  puissances  générales  : 

{Q.e"^y  =  1"    cos    —  6  +  /^  — —    +  n  sm    -    0  +  /^  — 

(1)  {n  valeurs). 
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{(\e^^)y'-  =  !•'■  [cos  (;jLe  +  2ÂjjL7r)  +  u  sin  {'Ji  -^  2/,'ul7:)] 

(5)  (oo  valeurs). 

777.  Pour  un  quaternion  scalaire    À  >  0  : 
}v  =  le^-^~,     D  étant  un  verseur-quadrant  arbitraire. 
D'où 


(Ca))«  =  A^ 


cos/i 


2m~ 


V  sin^ 


2?>?-" 


n  n 

(6)  (;?,  oo  valeurs), 
(p,)):-^  =  ÀM-  [cos2/;uL7T  +  v  sin2^;jL-] 

(7)  (oo-  valeurs). 
778.  Pour  un  quaternion  scalaire     A  <  0  : 


{(kY=\\\n 


cos  {2k  +  1)  ^—  +  y  sin  {2k  +  1)  ^^ 


(8)  (//  oo  valeurs). 
fA))M-  =  ;àj:^-  [cos  {2k  +  1)  uTT  +  y  sin  (2Â;  +  l)'x-] 

(9)  (oo-  valeurs), 

779.  Pour     ^  =  0    on  obtient  les  puissances  principales  : 
Si    A  >  0  :        (a)'"''  "=  ^^'^'  (une  seule  valeur,  scalaire); 
Si    X  <  0  :        (À)''-  —  ;à;''-  (cosu-  -f  y  sin;j-) 

(une  infinité  de  valeurs,  dont  aucune  n'est  scalaire). 

780.  1*11  is$>$a liée  q'éi"e  «f^  ^^  —  Définitions.  —  Soit  un  quater- 
nion q  =^  y.  -\-  up,  dont  a  est  le  scalar  et  u^i  le  vecteur,  l'axe  du 
quaternion  étant  u. 

On  a.Y>]}el\eva.  jjuisscoice  (^[^^^'^  X)rincij)ale  de  e,  et  on  représentera 
par  e'i,  la  limite  de  la  série  : 


e'i 


1  + 


e":^ 


■    =  e^  (cos  ,3  +  u  sin  ,3)  =.  e^^  +  "(.%+ ^a-::)^ 
Jjq   étant  le   résidu  de   ,3  (.illod.   2t)   par    défaut    ou    par    excès, 
compris  entre  —  t:  et  -h  - .    (Voir  pour  le  détail  des  explications 
la  théorie  des  nombres  complexes,  n°^  505  et  suivants). 

On  appellera  de  môme,   cosinus  de   q  et  sinus  de  q,  et  l'on 
représentera  par  cos//  et  sin^  les  limites  des  séries  : 

,        Q-    ,    q'^        q^    , 

q        q^    .    q^        q''    , 

smg        1        |3  ^  [5        [7    '    ••■ 
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Dans  ces  séries,  q,  tout  en  étant  un  quaternion  par  le  fait  que  u 
est  un  verseur-quadrant,  se  conduit  exactement  comme  un  simple 
nombre  complexe,  puisque 

u-  =  —  1,     îi^  =  —  11,     K^  =  +  1,     m"'  =^  îi  etc.. 

781.  On  aura  : 

ei  =  cos  uq  —  u  sin  nq        et        e"'i  =  cos^  +  îi  s'mq 
parce  que  le  produit  d'un  quaternion  par  une  somme  de  quaternions 
est  égal  à  la  somme  des  produits  du  quaternion  par  les  termes  de 
la  somme,  et  que  u  et  q  sont  coplanaires. 

782.  De  ce  qu'un  quaternion  quelconque  q  =  Ae"'®  +  -'^~'  peut 
se  mettre  sous  la  forme    q  =  Àe'°,    a  étant  son  argument  relatif, 

c'est-à-dire     a  =  {H  -\-  2kT:)é^'^^  ' ,    on  pourrait  se  demander  si  q 
n'est  pas  égal  à    1  (cos  a  -\-  i  sin«). 

Pour  éviter  des  calculs  inutiles,  supposons  que  q  soit  un  ternion, 
c'est-à-dire  que     'z.  =  0  (Chap.  YIII). 

D'où     a  =  (h  +  2k-)  e'"^  =  (^  -f  2^-)  (coso)  +  r  sinw) 
-=  (6  -f  2k7z)  cosw  +  r  (G  +  2/i-)  sinw, 
cos  a  =  cos  [(6  -h  2^-)  cos  w]  cos  [r  (0  -h  2^-)  sin  w] 

—  sin  [(0  -f  2A'-)  coso)]  sin  [r  {H  +  2A'-)  sinto], 
et  sin  a  =  sin  [(8  +  2k-)  cos  w]  cos  [r  (0  -h  2A-)  sin  to] 

+  cos  [(0  -f  2k-)  cosw]  sin  [r  (6  +  2k-)  sinw]. 
Posant    {H  -\-  2k-)  cosw  =  ^    et     (0  -f  2/;-)  sinw  =  //, 
on  a  :  cosr^  -f  i  sinri^  =  cosj^  cosrv/  —  sinj*  sin>'^ 

+  i  sinj:*  cosr//  +  i  cosj:  sinry. 
Or,   cos/'i/  est  un  scalar,  et  sinr^j/  est  un  quaternion-quadrant 
d'axe  /'. 

On  peut  donc  poser         cosiccosr?/  =  «i 
—  sinir  sin  ri/  =  r^i 
i  sin^  cos  ri/  =  ix^ 
i  C0SJ7  sinrij  =  iry^  =  jl/i 
d'où  cos  a  -\-  i  sma  ==  a^  -\-  ix^  -\-  jVi  +  ^-i- 

Le  présence  du  terme  rcj  empêche  le  quaternion  cosa  +  i  s\na 
d'être' un  nombre  ternaire. 

Donc  q  =  )ve'«  j'-^  \  (cosa  -f  i  sine/). 

783.  Lofçariniiiios  natiirolN.  Théorème.  —  Tout  quater- 
nion est  une  puissance  de  e;  l'exposant  est  lui  quaternion 
coplanaire,  dont  le  vecteur  a  une  infinité  de  valeurs  en 
2)rogression  arithmétique. 
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Soit  le  quaternion     /.c«(9  +  2fe't)     (j^ns  lequel  X  est  >  0. 
Soit    ).  =  e!^-. 

On  a  donc  eM.+u(o+2k7r)  =  e'^e"^  =  le"^. 

L'exposant  pi.  +  h{H  -\-  2/.'-)  a  pour  scalar  tji.  =  Ig).  et  pour 
vecteur    ?/(f)  +  2/^7:),     k  étant  un  entier  arbitraire. 

784.  Remarque  I.  —  De  ce  que  l'on  a  le"^  =  le"^e''-^'^%  v  étant 
un  indice  arbitraire,  on  pourrait  être  tenté  de  dire  que  \e"^  est  une 
puissance  de  e  dont  l'exposant  est  le  quaternion  variable 

IgX  +  ?<e  +  D2kT.. 

Ce  serait  là  une  erreur.  En  effet,  ?i9  +  v2kr^  est,  pour  toute 
valeur  de  v  et  de  k,  un  vecteur  dont  l'axe  ^i  est  dans  le  plan  des 
axes  tt  et  v  et  dont  le  tenseur  est  un  certain  nombre  Oi,  non  congru 
à  G  si  î;  ne  coïncide  pas  avec  it  (fig.  19). 

Donc, 

\g\  +  îi^  ^  v2kK  =  \gl  +  vA- 
Tandis  que  le  quaternion 

a  pour    argument   la  mesure   de   la   somme 
géométrique    «8  -^  D2k7z    laquelle  est  égale  à 
?i8  quels  que  soient  v  et  k. 
Donc 

glgÀ  +  Vjei  ^  glgX  +  ?({0  +  2fc7t;  ou  (3lgÀ  +  «0  +  r2ft7:  ^  glg>.  +  (((0  +  v2ft;r)  ^  •)^(yu{Q  +  2kiz)^ 

785.  Théorème.  —  Un  produit  de  puissances  quelconques 
de  e  est  une  puissance  de  e  dont  l'exposait  est  la  somtne 
circulaire  t^elative  des  exposants  des  facteurs. 

Soient  les  quaternions 

q^  =  ),je"i0<  =  gigÀ. +«1(61+2^7:)  ^  gij-i 

Q^  =  }v.  e^ï^i  =  (3lgÂ2  4-M2(62  +  2;t;:)  __  gy.o^ 

On  aura  : 

Or,  lg(>^i>^2)  +  («1^1  +  uA^ 

=  \g\  +  IgA,  +  [u,{^,  +  2^77)  -h  2^,(9,  +  2/^7:)]  =  j^i  «f  f/o. 

D'où  la  formule  finale  : 

786.  Remarque.  —  On  a,  en  particulier  : 

y    __  ■)^^r27f:r  "^  gj;      )^e"'^  =  ).C^''^*''e"®  =  glg>.  gt2ft7rgw{0  +  2/t7r) 

^  glgX  +  [i-.2ft::+«(0  +  2;i7t)]^ 

E.  DuMONT.  Arithmétique  Générale.  17 
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787.  Définitions.  —  Comme  pour  los  nombres  complexes,  l'exposant 
variable  de  la  puissance  de  c  égale  à  un  quaternion  s'appelle  loga- 
rithme naturel  de  ce  quaternion.  C'est  un  ensemble  de  quaternions- 

coplanaires  : 

IgX  +  7«(9  +  2Â;7r)  =  log)<o, 

\g\-\-  ?«0  =  lg)ve"®  est  le  logarithme  principal  ( —  tî  <  6  <:  +  7:), 
Pour  un  quaternion  scalaire    \  =  Xe*'-*'^, 
log).  =  Ig).  +  î^2A;7î. 
Si    ).  <  0,     \  =  I).|e^'!2''+'"^      et     log).  ^  lg|A|  +  t^(2/e  +1)7:; 
y  est  un  vecteur-unité  (verseur-quadrant)  indéterminé. 

788.  Théorème.  —  Le  logarithme  naturel  d'un  produit  de 
quaternions  est  la  somme  circulaire  relative  des  logatnthmes 
naturels  des  facteurs. 

Soient  les  quaternions 

q^  =  ),je«iei  q^  =  X.e"--^* 

et  leur  produit  q^q^  =  )hA2^"''^'+"-^-. 

On  aura  : 

]ogq,^]g\  +  n,{(i,  +  2k7z) 
\ogq,  =  Ig  Ao  +  îi,(^2  +  2/?-) 
logq.q,  =  lg().:>>e)  +  {nA  +  ^^A) 
ou  .  log^i^o  =  IgÀ,  +  IgXs  +  [n,{hy  +  2;^7:)-+  uS:+  2M] 

=  lOg^i  -h  l0g^2  7^  logq,  +  log^o. 

Si  q^  et  q,  sont  coplanaires,  on  rentre  dans  le'cas  des  nombres 
complexes  d'un  môme  ensemble  plan. 

789.  Remarque.  —  Le  théorème  s'applique  à  un  quaternion  même  : 

D'où 
logg  =  IgÂ  +  u{fi  +  2h-)  =  IgA  +  [D2kT.  -h  u((i  +  2/1-)] 
=  (IgÀ  +  îJ2/i-)  ^  n(H  +  2h-); 
ou  logg  =  logX  ^  loge"*^. 

790.  Théorème.  —  Dans  une  somme  cii'culaîre  relative'ou 
peut  gj'oiiper  des  termes  consécutifs. 

Cela  résulte  de  ce  que,  dans  un  produit  de  quaternions,  on'peut 
grouper  dos  facteurs  consécutifs. 

791.  Théorème.  —  Tout  quaternion  est  u)ie puissance  scalaire 
d'un  vecteur  p)orté  par  l'axe  du  quaternion. 

Considérons  le  quaternion   )>c"('^+-''"'^',    et  soit  ux  un   vecteur 
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porté  par  l'axe  u  du  quaternion.  Je  dis  qu'il  existe  pour  x  et  y 
une  oo~  de  valeurs  telles,  que  parmi  les  puissances  iux)y  il  en 
existe  une  égale  à  Ae"°. 

On  a  :  îix  =  xe  ^- 

d'où  ittx)y  =  xve^^       ^  . 

On  devra  donc  avoir 

XV  -  A        et        f^  +  2hT}j  ?/  -  e  +  2k-. 


D'OU  2/  =  Z~^ ^^  iT  =  A    =  À 


'i  +  ^hr. 


:  +  2hr. 


Les  vecteurs   ?6.a  ^"  "    élevés  à  la  puissance  générale  d'indice 


h  +  2kr.   j,gppQ(]yigent,  entre  autres  valeurs,  le  quaternion  ).e"^. 
Il  V  a  donc  une  oo-  de  solutions. 


Tous  les  vecteurs     «.a^^"""     élevés  à  la  puissance  principale 
H  +  2A'- 
d'indice         tt         reproduisent  le   quaternion   considéré.  Le  plus 
2 

simple  est  ?«a    ;   sa  puissance  principale  d'indice   _    reproduit  le 
quaternion. 

On  a  donc  la  formule  :     Ua^^v"  =  A.?/"  =  Ac"^. 

792.  Remarque.  —  Aucun  vecteur  porté  par  un  axe  autre  que 
celui  du  quaternion  ne  répond  à  la  question. 

793.  Scolie.   —  Le   quaternion   C'f   est  la   puissance  principale 
d'indice    i{'f  4-  2^-)   de   e. 

i'Zi 

Le   quaternion     /^'^^       est  la  puissance  principale   d'indice 
(o)  +  2/i-);'e'?     de  e. 

tes 
riMe  ' 

Enfin  le  quaternion  e^^  est  la  puissance  principale  d'indice 

(0  +  2A;7:)i/''^  ■   de  e. 
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CHAPITRE  VI 
Puissances  quaternaires  de  quaternions. 

794.  Dôfinilioii»^.  —  l^iiiMNaiico  clirt^eto.  l*iiiH«4anee 
vorwo.  —  Si  l'on  considère  un  quaternion  a  =  e^  +  "'\  pour 
lequel  on  a  log<7  =  a  |-  \i  (0  +  2/i'-),  et  un  deuxième  quaternion 
h  -=\  -\-  ijiji.,   le  produit  : 

c  =  [a  +  u  (e  +  2/.'7z)]  (A  +  ?"iu)  =  (logrO  h 
possède  une  infinité  de  valeurs. 

L'ensemble  des  quaternions  e'^  s'appelle  jmissance  générale 
Ifième  cUrecte  de  a  et  se  représente  par  le  symbole 

Pour  /.'  =  0,  on  obtient  la  jouissance  princixjale  : 

Si  d  =  (À  +  ii'j.)  [a  +  n  (f)  +  2k-)]  =  b  loga,  l'ensemble  des 
quaternions  e'^  s'appelle  puissance  générale  b^^"  verse  de  a 
et  se  représente  par  le  symbole     ^((«))  =  e^oga  _ 

La  puissance  verse  principale  est  le  quaternion  :   e^'s«  =  '^a. 

795.  Théorème.  —  Tous  les  no77îbres  posilifs  dont  les  loga- 
7nthmes  népériens  sont  des  7iombres  congrus  (.mod.  2-)  ojit 
p)Oîir  p)uissance  pjrincipale  u'""^  k>?  7nème  (piaternion,  u  éta7it 
U7i  verseur-quadr(rnt  arbitraire. 

On  a  en  effet  : 

^ga  +  2ft-]M  ^  g{a+2fc7:)w  _  ^osa  +  U  sina. 

796.  Théorème.  —  Les  puissances  directes  et  verses  d'un 
verseur  so7it  deux  à  deux  des  quaternions  conjugués,  lorsque 
l'exposant  est  un  vecteur. 

Pour  une  même  valeur  de  A, 

f,[x^l^gM(e+2ft7î))^  =  conj  ((e«(0+2ft:î))yiM-. 
En  elfet,  le  premier  nombre  vaut 

et  le  second,  g«(6+2;j7î)!i;x_ 

Or,  les  deux  produits  de  deux  vecteurs  sont  deux  quaternions 
conjugués;  donc  ils  ont  même  scalar  et  des  vecteurs  opposés. 

Donc,  pour  une  même  valeur  de  Â',  si  l'on  a  : 

u  (G  +  2Â;-)  X  iijx  =  a  +  u^^, 

on  aura  ?ijji  x  u  (0  +  2/c-)  ==  a  —  u^'^. 
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Donc, 

«.a^/pH(0  +  2ft-)))  =  e^— <.?  =  conj  e^+"i?  =-  conj  {{e'^i^+^'^^f-i": 

797.  Remarque  I.  —  La  formule  de  Moi\tie  n'est  pas  applicable 
sans  modifications  aux  puissances  quaternaires. 

Ainsi,  on  a  : 

a  =  ei°««  =  cos  {h  logrt)  —  ti  sin  {u  logr^.  (1) 

Dans  cette  formule  u  est  l'indice  du  quaternion  a  ainsi  que  des 
quaternions  logo. 

On  a  aussi  : 

((^,))b  =,  (,{iosa)b  _  COS  [u,{\os(()b]  —  u,  sin  [n,{\osriy)l  (2) 
formule  dans  laquelle  u,  est  l'indice  des  quaternions  l(>f  ainsi  que 
des  quaternions  (logff)^;  cet  indice  dépend  de  la  valeur  attribuée 
au  paramètre  k  que  renferme  log«. 

Remarquons  en  passant  que  le  produit  u,  (log^^  X  h)  peut  s'écrire 
te,  X  logrt  X  b  en  vertu  d'un  théorème  connu  sur  les  produits  de 
quaternions. 

798.  Remarque  II.  —  Un  qualcrnion  scalaire    a  >  0    peut  s'écrire 

La  puissance  générale  rf'-^  directe  est  {{{IW  =  e('g>-+^--'"^'^^. 

Pour  chaque  valeur  de  k  ce  nombre  a  une  infinité  de  valeurs; 
pour   k  =  0,    on  a  la  puissance  principale  :     )/^  =  e^^^-  ^  '?- 

Si  l'on  prend  pour  c  l'indice  n  du  quaternion  q,  on  notera  le 
résultat   (().))«  =  g(igÀ+M2ft7î)'ï.  (Voir  nombres  complexes). 

Pour    1  <  0,     on  a  : 

A  ^-  \l\e-^"^^+'^-^     d'où    HOW  =  eyg:>'!+''(^''-+^"=-^'- 

Il  y  a  une  infinité  de  puissances  principales  obtenues  en 
faisant  k  =^  0  :  .  „,-,,. 

yq  ^  gllglAi  +  fîîlr/. 

et  pour  V  =  u  (indice  de  q)  : 

799.  Remarque  III.  —  q  étant  un  quaternion  quelconque,  la  q'""" 
puissance  d'un  produit  de  quaternions  n'est  pas  égale  à  l'un  des 
produits  des  q^^"'''  puissances  des  facteurs,  même  si  les  quaternions 
du  produit  sont  coplanaires;  en  effet  : 

Soient        a  =  e^'^^\   h  =  e^'^^'^    et    ab  =  ê^^-'^'^^^K 

On  aura    {W  iW  =  ^^^°^"''  ^  ^'°'"'  =  ,aog«).+(iog6), 
et  iabY  =  e('of^'«+i°g&)9. 

Or,  (log«)^  +  (log/>)'Z  7^  Oogrt  "+>  log%- 
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Si  a  et  b  sont  coplanaires  ou  scalaires, 

logr/  ^  log^  -=  log<7  +  \o^b. 

Mais  {\oga)q  ^  (log b)q  ne  sera  égal  à  {\og o)q  -{-  (\ogb)q  que 
si  a  et  b  sont  coplanaires  avec  q.  Dans  ce  dernier  cas,  on  est 
ramené  à  des  nombres  complexes  d'un  même  ensemble  plan. 
Si  a  et  ^  sont  scalaires,  il  faut  encore  qu'ils  soient  positifs  pour 
que  la  propriété  habituelle  ait  lieu. 

800.  Remarque  IV.  —  Le  produit  {{('()f.i{ay  n'est  pas  égal  à 
{{c()f+'',  à  moins  que  rr  et  b  soient  scalaires,  et  à  condition  de 
prendre  pour  loga  un  quaternion  de  même  indice  que  c  (cas  des 
nombres  complexes);  la  propriété  a  encore  lieu  si  b  est  scalaire, 
a  et  c  étant  coplanaires. 

Ainsi  donc, 

({a)y-  +  ^V-  ^  W^C^/))"-'-'-  =  e(loga)X  +  (loga)»,a  ^ 

toujours  pour  le  motif  que  dans  la  première  expression, 

logr^  X  (A  -f  UKk)  =  (logr/)  \  +  (logr^  u^- 
est  une  somme  de  quaternions,  tandis  que  dans  la  seconde, 

(logrO  \  ^  (logrO  U[x 
est  la  somme  circulaire  relative  des  mêmes  quaternions. 

801.  Remarque  V.  —  On  ne  peut  pas  écrire  d'égalité  non  plus 
entre    lia)ff     et    ia)^^. 

En  effet  :         in)f  =  ((e'°s«f  =  e^^''sa)b  _  ^q+uzh- 

u  étant  l'indice  du  quaternion  q  =  {\og  a)b;  indice  variable  avec  le 
k  qui  figure  dans  log«. 

{{{aff  =  e^q+u2hr.)c^ 
et  (q  +  u2h7z)c  =  qc  -\-  u.2hr..c. 

D'autre  part  :  {{(f)f'=  =  e(iog«)'^c  _  ^qc^ 

Or  qc  n'est  pas  coplanaire  avec  qc  +  «2/i-c,  le  vecteur  de  ce 
dernier  dépendant  de  It  et  do  k,  tandis  que  le  vecteur  de  qc  ne 
dépend  que  de  k. 

Toute  valeur  de  {{a)f^  est  donc  une  des  valeurs  de  j[i('^0)''l'''  t^^lis 
la  réciproque  n'a  pas  lieu. 

Nous  n'examinerons  naturellement  pas  les  cas  particuliers  qui 
rentrent  dans  la  théorie  des  nombres  complexes  coplanaires. 

802.  Remarque  VI.  —  On  peut  d'autre  part  écrire  : 

log ((«))''    EE  logrt    X    b  (Mod.  21.2tz) 

u  étant  l'indice  du  quaternion  logft  x  b,  indice  variable  avec  le  k 
qui  figure  dans  logff. 
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803.  Conclusion.  —  Des  remarques  qui  précèdent  on  conclut  que  les 
puissances  quaternaires  de  quaternions  n'ont  pas  les  propriétés 
ordinaires  des  puissances  ;  les  puissances  verses  pas  davantage. 

804.  Théorème.  —  Si  l'on  considère  un  système  trirectan- 
(fidaire  uvw  dans  un  système  de  repère  v\\,  on  aura; 

ic 

u  =  ■ —  =  ICV  =  IC'' . 
V 

En  effet,  on  sait  déjà  que  l'on  a    u  ^=  —  =  v'w  =  ivv. 
On  a  de  plus  : 


U-r 


u'^  =  'v.e  -y   =  e     •  =  e  -  =  u. 
En  particulier,     r  =f        et       j  =  i''. 

805.  Remarque.  —  L'idée  qu'avait  eue  Argand  de  vouloir  repré- 
senter l'axe  ;  par  i^  n'était  donc  pas  dénuée  de  justesse.  Seulement 
il  n'avait  pas  vu  que  pour  tout  vecteur  u,  on  a  h-  =  —  1  ;  il 
croyait  que  i  seul  jouissait  de  cette  propriété.  De  là  son  exposant  i, 
alors  que  c'est  l'exposant  /'  qu'il  faut  à  i  pour  devenir  J. 

CHAPITKE  VII 
Logarithmes  de  base  quaternaire. 

806.  Théorème.  —  Deux  quaternions  quelconques  a.  et  h  éta)it 
considét^és,  il  existe  une  infinité  de  quaternions  c  tels,  que 
2')ar7ni  toutes  les  valeurs  de  ((a))''  il  en  existe  une  égale  à  b. 

Soient         a  ^  e'^+"^^+-^~'^    et    ^  =  e?+w.{e,+ 2/^71)^ 
On  doit  avoir 

OU  [a  +  uih  4-  2kT.)]c  =  .3  +  u,{H,  +  2117:), 

l'une  des  valeurs  du  premier  nombre  devant  être  congrue  (mod.  Ui2-) 

au  second  nombre. 

Cela  sera  obtenu  pour  toute  valeur    c  =  — — ,     V./  ,    S^j  '[  ■• 

c  dépend  de  deux  variables  arbitraires  h  et  k  qui  sont  deux 
entiers. 

807.  Définitions.  —  L'ensemble  des  quaternions  c  tels,  que  parmi 
toutes  les  valeurs  de  {{a)Y  il  en  existe  une  égale  à  b,  s'appelle 
logarithme  génér(d  de  h  pour  la  base  a.  On  le  représente  par  le 
symbole  I^og„b. 

Ainsi  donc  i?og„^  =^  ^i— ^— • 

®  log  a 
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808.  I/ensorablc  des  quaternions  c  pour  lesquels  c'est  la  puissance 
principale  f/''  ([ui  est  égale  à  b  s'appelle  le  logarUInnc  simjjle  de 
b  pour  la  hase  a  ;  on  le  représente  par  le  symbole  \ogJb  ;  et 
l'on  a  : 

log^  _  H  +  ^^(0.  -1-2//-) 
\iia  a  +  uH 


log.^'  =  ^;^  ^  ^-^"^y:^~:-'^"^      _ ,  <  0  ^  + .. 


809.  Enfin  do  quaternion  unique  y^ —  s'appelle   le   Uxjai'ithrne 

ig  a 

pri)ici2K(I  fie  b  jjoar  hi  hftsc  a. 

On  le  représente  par  le  symbole  \gjj.  On  a  donc  : 


lg„^' 


'Oa 


^^  -^<aet.) 


810.  .^Bodiilo  îil)M4»Iii.  —  Le  nombre  :; —  qu'il  faut  multiplier 

lg«  ^ 

par  le  logarithme  naturel  d'un  quaternion  pour  obtenir  le  logarithme 
de  ce  quaternion  pour  la  base  a  est  le  module  absolu  du  système 
de  logarithmes  de  base  a  ;  on  le  représente  par  M„. 

811.  Les  logarithmes  naturels  sont  les  logarithmes  simples  de 
base  e. 

812.  Le  logarithme  d'un  quaternion  pour  une  base  scalaire  A 
a  été  défini  à  propos  des  nombres  complexes;  dans  cette  définition, 
si  îii  est  l'indice  du  nombre  complexe  b,  on  a 

IgX  +  u,2h7z 
Mais  lorsqu'il  s'agit  d'un  système  de  quaternions, 
logA  =  IgÀ  +  V  2kT., 
V  étant  un  indice  arbitraire. 
On  aura  donc 

^"^«'■^  ~        IgX  -h  v2kT.  ^^      ^""^'^  -         1  +  r2/^7z 

expressions  dans  lesquelles  A,  A'  et  f  sont  trois  paramètres. 

813.  Remarque.  —  Les  logarithmes  d'un  produit  n'ont  rien  de 
commun  avec  la  somme  des  logarithmes  des  facteurs. 

En  effet,  toute  valeur  du  logarithme  d'un  ])i'oduit  b^-b^  est 

^       ..  ,            Pi  +  %  +  \h{^^  +  2/^r:)  -f  /,(9.3  +  2^7:)] 
i^O^Ab.b.:)  =  a  +  U{fi  +  2k^) ' 

alors  que  toute  valeur  de  la  somme  des  logarithmes  est  : 
Uo^^b,  +  ^ogA  -    a  +  u[h  -f  2K^)  +    a  +  ^e  +  2^.7r) 


lo 


a 
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Pour  les  logarithmes  simples  : 

q^^  [?!  +  ^-3  +  ^'3(^3  +  2/^3-)] 

Si  l'on  pose     /,(0i  +  2h,7z)  ^  i,i%  +  2h,7:)  =  i^i^^  +  21^-), 
/3O3  étant  d'ailleurs  indépendant  de  /?,  et  h... 

Tandis  que 
log.^^i  +  log„^^,  =  -^^^  [r^i  +  ?>.  +  hi^i  +  2/^r:)  +  iS,  +  2Ju7:)] 

expression  dans  la(iuelle  le  deuxième  facteur  est  un   quaternion 
n'ayant  rien  de  commun  avec  i^{%  +  2/^3-),  et  qui  varie  avec  h,  et  h... 

La  somme  circulaire  relative  log,/>i  -h  ^ogj),,  n'est  pas  non  plus 
égale  à   log;,(^i&o)- 

814.  Théorème.  —  Le  logariOune  simple  iTuite  puissance 
générale  {{af  pour  une  base  quelconque  c  est  congru 
(.mod.  Mcu2r:)  au  produit  {log^'à)b,  u  étant  l'indice  du  qiadcrnion 
{loga.)h. 

On  a  en  etïet  : 

log.({«f  =  —^  =  M..[(log«)*  +  «■-'/,-.] 

=  M,  (logrO?^  —  M,?r2/.'-; 
ou    log,((rO)^  =  {M,\oga)b  +  M,u.2Ji7z  =  {\og,r()b     (Mod.  M, ?r2-). 

815.  :ilocliilo  relatif.  —  Théorème.  —  Les  logarithmes 
simples  pour  une  base  c  s'obtiennent  en  multipliant  un 
quaternion  constant  par  les  logarithmes  simples  pjour  une 
base  b. 

On  a  :     log,«  =  M.logr^  =-  (M,  :  M,)M,.log«  =  (M,  :  M,)logi^/. 

816.  Le  quaternion  constant  M,  :  M^,,  quotient  des  modules  absolus 
des  deux  bases  c  et  b  s'appelle  le  modide  du  système  de  base  c 
relatif  au  système  de  base  b.  On  le  représente  par  le  symbole  M,,,,. 

On  a     M,.y  =  M,. 

817.  Logai-Hliiiies  lerses.  —  Théorème.  —  Deux  quater-^ 
nions  quelconques  a  e^  b  étant  considérés,  il  existe  une  infinité 
de  quaternions  c  tels,  que  parmi  toutes  tes  valeiirs  de  la 
puissance  verse  ta))  H  en  existe  une  égale  à  b. 

Soient         ^  =  e^+"i'^+^''^)    et    ^,  =  e?+".(e.+2^::). 
On  doit  avoir    «)  =  c'^>+"'«+^*'^»  =  e?  +  u.^.+^.u.) 
ou  c  [a  +  u  {h  +  2A'7:)]  =  ?  +  ?',(^i  +  2/Z-) 


252  TERNIONS  ET  QUATERNIONS. 

l'une    des    valeurs    du    premier    nombre    devant    être    congrue 
(Jllod.  Ui2tz)  au  second  nombre. 
Cela  sera  obtenu  pour  toute  valeur 

C  =  [p  +  2«i(9,  +  2/i7:)]  :  [a  +  u{^  +  2^t:)]. 

818.  Définitions.  —  L'ensemble  des  quatornions  c,  pour  lesquels 
une  des  valeurs  de  %a)}  est  égale  à  b,  s'appelle  logariihîne  général 
verse  de  b  pour  la  base  a.  On  le  représente  par  le  symbole  aCogb. 

Ainsi  donc  :  a^og^  -=  logZ>  :  log«. 

819.  L'ensemble  des  quaternions  c  pour  lesquels  c'est  la  puissance 
verse  principale  '^a  qui  est  égale  à  b  s'appelle  logcwithme  verse 
simple  de  b  pour  la  base  a.  .  > 

On  le  représente  par  le  symbole  JogZ',  et  l'on  a  : 
^Ç)%b  =  logZ*  :  Igft. 

820.  Enfin  le  quaternion  \gb  :  \ga  s'appelle  le  logarith?ne  verse 
2:)rinci2K(l  de  b  pour  la  base  a;  il  se  représente  par  le  symbole  Jgb. 

821.  Les  logarithmes  verses  simples  pour  une  base  (i  s'obtiennent 
donc  en  multipliant  les  logarithmes  naturels  par  le  module  absolu 
du  système  „log^  =  log^  X  M„. 

822.  Remarque.  —  Lorsque  la  base  est  un  scalar,  les  logarithmes 
verses  simples  se  confondent  avec  les  logarithmes  simples.  En  effet, 
si  A  est  un  scalar,  on  a  : 

log^  X  Mx  =  Mx  log^. 

823.  Théorème.  —  Le  logariihme  verse  simple  d'une pinssance 
verse  'X(a))  pour  2me  base  quelconque  c  est  congru  (.:)rtod.  uMJZtz) 
au  produit  h.Joga,  u  étant  l'indice  du  produit  h.loga.. 

En  effet,  on  a  : 

,log^((rO)  =  log^((«)).  M,  =  {b  \oga  +  u  2/27:)  M, 
=  b.  loga.  Me  +  uMc2kT. 
ou  encore  ,.log ''((«))  =  ^.^log^  +  uM^2Jit.. 

824.  Théorème.  —  Les  logarithmes  verses  simples  jjour  une 
base  c  s'obtiennent  en  7mdtipliant  les  logarith??ies  verses 
simples  pour  une  autre  base  b,  par  un  quaternion  constant. 

On  a  en  effet  : 

M 

^oga  ^  loga.  M,  ^  log^r  .M,.Mr^M,  =  ,logr^  X  ^■ 

M 

825.  Mocliilo  relatif  vorse.  —  Le  quaternion  ^,  rapport 

M;, 

des  modules  absolus  des  deux  systèmes  s'appelle  module  verse  du 
système  verse  de  base  c  relatif  au  système  verse  de  base  b. 
Il  se  représente  par  le  symbole  c.^M. 
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CHAPITRE  nu 

Ternions  ou   nombres  ternaires. 

826.  Définition,  —  Considérons  un  plan  de  repère  t  dont  l'axe  est 
i,  et  un  second  plan 
dont  l'axe  est  ?i  et  qui 
coupe  le  plan  t  sui- 
vant un  axe  /'(tig.  20). 
Soit 

Considérons  dans  le 
second  plan  un  vecteur 
OM  porté  par  un  axe 
V  tel,  que 

(ry)  =   ?iO.  FiG.  20. 

et  soit  un  axe  f,  tel,  que 

Nous  savons  que,  dans  le  plan  ff,  le  vecteur  OxM  a  pour  mesure 
par  rapport  à  l'étalon  /",  un  nombre  complexe 


OM 

7^ 


ie'«^ 


Dans  ce  symbole,  i^  est  le  nombre  complexe  -=-• 

Ce  nombre  détermine  le  vecteur  UM  par  rapport  au  vecteur  /•, 
dans  le  plan  j'f,  mais  non  dans  l'espace.  Pour  réaliser  cette  dernière 
détermination,  il  suffit  d'étendre  la  signification  de  l'indice  i^  et  de 
lui  donner  la  mission  de  désigner  expressément  l'axe  /j  du  plan  /-f, 
ce  qui  n'est  possible  que  si  nous  faisons  choix  d'un  système  de  trois 
axes  trirectangulaires. 

En  particulier,  si  le  système  de  repère  choisi  est  le  système  )'\i, 

ÔM 


le  nouveau  nombre 


=  pe'i* 


s'appelle    un    fernion.   Ce    nombre    est    déterminé    par   les    trois 
éléments     p,  H  et  w. 

On  voit  que  pe'»'^  est  tout  simplement  un  quaternion  pour  lequel 
le  quatrième  élément    ^  ze  0  (693). 
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On  peut  donc  rcriro,  en  désignant  un  lernion  par  t  : 

.,   rio 

j>  i 

i  étant  le  i-apport    -  >  et  r  étant  le  rai)i)ort  __-,  dans  le  système  r'i. 

r  P    ■  ^ 

On  voit  aussi  que  les  ternions  sont  les  quaternions  obtenus  en 
rapportant  tous  les  vecteurs  à  l'étalon  unique  r.  Chaque  vecteur 
est  alors  représenté  par  un  ternion  t,  et  réciproquement  chaque 
ternion  t  représente  un  vecteur  r.-r,  appelé  produit  de  r  par  ce 
ternion  t,  et  obtenu  au  moyen  d'une  triple  opération  : 

V  Multiplication  de  r  par  le  nombre  qualifié  p,  ce  qui  donne  le 
vecteur  ?'p; 

2^  Multiplication  du  vecteur  /'o  par  le  verseur  c'^,  ce  qui  donne  le 
vecteur  rpe'^; 

3°  Rotation  du  plan  rp  autour  de  l'axe  r,  d'une  amplitude 
w  -j-  2/i'7:,  ce  qui  amène  le  vecteur  roe'^  en  une  nouvelle  position, 
dans  laquelle  il  peut  être  représenté  par  le  symbole  rct"'*^^  =  rpe'»^, 
il  étant  cette  fois  le  rapport  des  vecteurs  /  et  >'  non  plus  seulement 
dans  le  plan  rt,  mais  dans  le  système  ri. 

827.  l'^ii^oBiiblo  polaire.  —  L'ensemble  des  ternions  corres- 
pondant â  une  même  valeur  de  w  constitue  un  ensemble  plan  P(^l). 

L'ensemble  plan  P(i),  pour  w  ^  0,  est  l'ensemble  des  nombres 
complexes. 

L'ensemble  des  ensembles  plans,  pour  toutes  les  valeurs  de  w, 
constitue  l'ensemble  des  ternions.  Nous  l'appellerons  Vensottble 
polaire,  relatif  à  l'axe  r,  des  nombres  linéaires.  Nous  le  représen- 
terons par  la  notation  T(/'|î').' 

Nous  désignerons  ^^vQ{u),-i  l'ensemble  des  quaternions,  rapports 
de  vecteurs  au  vecteur  u,  dans  le  système  r\i. 

On  a  donc  T(r  i)  =^  Q  (>')'•  ij- 

On  peut  remarquer  qu'un  ensemble  polaire  T(/'  /)  est  l'ensemble 
des  quaternions  dont  les  axes  i^  sont  perpendiculaires  à  r. 

828.  \oiiil>ros  <«»riiaÎB*o«.  —  Si  l'on  projette  le  vecteur  rp 
sur  les  trois  axes  rectangulaires  i\  p,  i,  on  obtient  : 

L-.p  =  >".pcos9  +  i^-?sin6cosw  +  i.psinff.sinto. 

En  vertu  de  la  définition  d'une  somme  de  quaternions,  on  aura 
donc  : 

-rr-  p  =  -^  pcosO  +  -^  ?  sinOcosw  -| — =-  psinôsinw. 
r  r  r  r 
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Or,  -^-  =  +  1  -^  =  i        et        ^r-  =1, 

r  r  r 

j  étant  l'axe  opposé  k  p,  c'est-à-dire  tel,  que   (ri)  =  j^- 

On  a,  par  conséquent  : 

•Ci    ''^ 

pe        =  pcosO  +  v.psinGcosw  +  J.psinOsinw 
=  p  (cos9  +  /sinOcosw  +isinf)sinio). 

En  projetant  vo  sur  r  et  sur  /,  on  a  également  : 
^p  =  rpcosO  +  ?^.  psinO 
V  V  f 

d'où  -^-  p  =  ^  p  cos  8  4-  -=r-  p  sin  8  ; 

r  r  )' 

t 

or,  -^  =   2j;    . 

r 
donc,        pe'i^  =  pcosO  -f  /i.psin8  =  p  (cos 8  +  iisin8). 

On  peut  donc  écrire  d'une  manière  générale  pour  un  ternion  -z  : 

T  =  a  -f  ijj  =  a  +  ?>  +  jy. 

Le  premier  terme  a  =  pcos8  de  ces  décompositions  est  le  scalar 
du  ternion  t. 

Le  deuxième  terme    ij)  =  /ipsin8    en  est  le  vecteur. 
Les  scalars  sont  des  nombres  qualifiés,  ou  plutôt  des  ternions, 
mesures  de  vecteurs  portés  par  l'axe  r. 
Un  ternion  t  décomposé  sous  la  forme 

-z  =  a  ^  ix  +  jy 

sera  intitulé  un  nombre  ternaire. 

829.  Un  ternion  est  déterminé  soit  par  ses  trois  éléments  p,  8,  w, 
soit  par  les  trois  nombres  a,  x  et  y.  Connaissant  ceux-ci  on  peut 
calculer  les  trois  premiers,  et  disposer  arbitrairement  du  signe 
de  p  et  de  8  : 

On  sait  (731)  que  l'on  obtient  : 


p  =  \/rt2  4-  X--  -V  y- 

0  <C  9  =  arc  cos  -  <  -f-  t 

? 

(l) 

=  arc  tg  ^            {x  cosoj  >  0). 

Il  y  a  pour  w  deux  valeurs,  diamétralement  opposées. 

Il  faudra  choisir  celle  des  deux  valeurs  dont  le  cosinus  a  le 
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môme  signe  que  x  à  cause  de  la  formule  x  =  p  sin  ^  cos  o)  dans 
laquelle  p  et  sinô  sont  positifs;  c'est  cette  condition  que  nous 
exprimons  par  l'inégalité    xcostù  >  0. 

830.  Remarque.  —  Si  nous  considérons,  dans  le  plan  a-  (d'axe  ï), 

un  nombre  complexe    p  -_-,   pour  lequel 

(rs)  =  iH    (azimut  du  vecteur  ps), 
on  peut  écrire  pour  l'argument  du  nombre  : 

i 

V 

Si  nous  considérons,  dans  le  système  ri,   un  ternion    p^,   pour 

r 
lequel  (n'j)  =  rw     (azimut  du  plan  du  ternion) 

et  irv)  =  ii9     (azimut  du  vecteur), 

on  peut  écrire  : 

^  ^  (o      et      -hc  ^  ^e''^    (argument  relatif  du  ternion). 
r  i 

Un  ternion  peut  donc  être  considéré  comme  étant  un  nombre 
complexe  relatif  au  plan  or,  mais  dont  l'argument,  au  lieu  d'être 
un  nombre  circulaire  H  +  2^7t,  est  un  nombre  circulaire  complexe 
6e''^  de  l'ensemble  polaire  C(r). 

Un  ternion  peut  donc  être  intitulé  un  nombre  surcomplexe 
relatif  au  plan  a-. 

831.  Propriétés  des  teriiioiis.  —  Théorème.  —  La  somme 
de  deux  ternions  est  un  ternion  indé^Jenchu't  de  l'ordre  dans 
lequel  on  les  considère. 

Sous  la  forme  ternaire  : 

Tj  =  a,  +  «>i  +iyi 
T2  =  <7o  +  ix.  +  jy.^ 
"^1  +  -^2  =  («1  +  «2)  +  i{oc,  +  X.;}  -\-j{iM  +  2/2)- 

832.  Théorème.  —  Le  produit  de  deux  ternions  qui  7i'appar- 
iieunent  pas  au  même  ensemble  plan  est  un  quaternion. 

Soient  les  ternions 

Ti  =  piC^"»^  et        To  =  poe^"^^     . 

Leur  produit  est  : 

—^^  =  pip,/^^^^"^^9^^'"^l 
Or  la  somme  géométrique  des  angles  ayant  pour  mesures  par 
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rapport  à  i  les  nombres  circulaires  complexes   OiC*'"«   et  fi.x''^'-   est 
un  angle  dont  le  plan  ne  contient  pas  l'axe  r  (614). 

Donc  TjT.,  n'est  pas  un  ternion. 

Sous  la  forme  ternaire  : 

M  =  «1  +  />i  -î-Jl/i     . 
T,  =  a,  +  i-r-z  +  J!/, 

'l"2    =    f'l<^2   —  ^1^2   —   l/iy2    +    i  («1^2    4-    «2^l)  +  J  («12/2    +    «".Vl) 

+  i«  (2/1^2  —  2/2^71)  =  «3  +  «-a^s  +iy3  +  ^'-3. 
833.   Théorème.   —    Le    rapport   de   deux   ternions   est   un 
quaternion. 


1 


L  r 


î?5 


—  1 


r  A        r         p.,    Co    r         p.    t"2 

Or,  le  plan  des  axes  ij^  et  Vn  ne  contient  pas  r;  donc  ce  rapport 
n'est  pas  un  ternion. 

834.  Corollaire.  —  Le  rapport  de  deux  vecteurs  est  égal  au 
/-apport  de  leurs  inesures  par  rapport  à  l'étalon  r  ou  à  un 
vecteur  quelconque. 

Le  raisonnement  peut  en  effet  être  tenu  en  remplaçant  r  par  un 
vecteur  \v  quelconque. 

835.  Remarque.  —  On  a  : 

1.2  ..2 

D'où  l'on  déduit  : 

11  _  ffi  +  ^>l  +jl/i  _  (r7o  —  z>.,  —  Jy,)(r^,  H-  ?>i  +./yi)  ^ 
T„        «.,  +  ij;,  +  J7/o        («o  —  iXo  —  jyo)(rto  +  />,  +  jVe) 

(^7/^2+  ^i>r.;+ 2/12/2)+  K^'i-^i—  (ii'^ù+Ji"2yi—  ^(i!/-2)+JK'^2Î/i—  jyjù 

al  +  afi-^  2/2 

—    r^3   +    '>3    +i2/3   +    /  -3. 

836.  Théorème.  —  Le  quotient  de  deux  ternions  est  un 
quaternion. 

C'est  le  rapport  des  ternions  inverses,  pris  dans  l'ordre  renversé. 

On  a  d'autre  part  : 

Ti   :   T^   =  Ti.To  =   "l"~       "2         =  "^l"  (~2'')~      =^  ''l"  •   ''■l^' 

837.  Remarque.  —  Toute  puissance  scalaire  d'un  ternion  est  un 
ternion  coplanaire. 
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838.  Théorème.  —  Une  puissance  (jihicrale  d'un  verseur  de 
tet-nion  es/  im  ensemble  de  iernions  copia nn ires,  lorsque 
l'exposant  est  un  qa//ternion  d'axe  r. 

On  a,  en  effet,  pour  -r  =  e'«°  et  ^  =  ).e'"  : 

Or,     il  =  ic''^*^'  ; 

Donc,  ((t))    =  e' 

ce  qui  est  un  ensemble  de  ternions  coplanaires  avec  le  ternion 
considéré  t. 

839.  TeniioiiN  circulaire».  —  Nous  appellerons  ternion 
circulaire  tout  quaternion  circulaire  qui  est  la  mesure  d'un  angle 
quelconque  par  rapport  au  radiant-directeur  d'un  plan  de  repère, 
lorsqu'aux  éléments  :  mesure  proprement  dite  de  l'angle  en  radiant, 
et  inclinaison  du  plan  de  l'angle  sur  le  plan  de  repère,  nous 
associons  l'orientation  du  plan  par  rapport  aux  trois  plans  de 
repère;  ou,  en  d'autres  termes,  lorsque  nous  voulons  tenir  compte 
de  l'inclinaison  du  plan  formé  par  l'axe  u  du  plan  de  l'angle  et 
l'axe  i  du  plan  de  repère  initial,  sur  un  second  plan  de  repère 
perpendiculaire  au  premier,  et  dont  l'axe  est  r. 

Donc,  si  (0  -h  '2k-)  (;st  la  mesure  de  l'angle  en  radiant,  (w  +  2^-) 
l'inclinaison  du  plan  de  l'angle  sur  le  plan  de  repère  rp,  ou  encore 
la  mesure  de  l'angle  que  fait  l'axe  u  du  plan  de  l'angle  avec  l'axe  i 
du  plan  du  repère,  l'association  de  ces  deux  éléments  donne  pour 
mesure  de  l'angle  par  rapport  au  radiant  i  : 
(8  +  2Â;7:)  es(w  +  2^:r)  ou  he''", 

s  dans  cette  formule  étant  simplement  l'unité  des  imaginaires  purs, 
telle,  que  s-  =  —  1. 

Enfm,  l'introduction  du  troisième  élément  :  inclinaison  cp  du 
plan  iîi  sur  le  deuxième  plan  de  repère  dont  l'axe  est  r,  donne 

A,  A 

pour  mesure  de  l'angle  su  par  rapport  à  ;•  : 

(w  +  2k-r:)  e'(9+2'''r)  ou  wC?        et        s  =  re'?; 
ce  qui  donne  pour  mesure  de  l'angle  ub,  par  rapport  au  radiant- 
étalon  /',  dans  le  système  de  repère  r\i  : 

Y  =  ^4?  =  (9  +  2k^)  /^"+  ^^"^  '  '  =  8e''"^    =  ee'" 

i 

s  cette  fois  étant  un  symbole  dont  le  but  est  double,  car,  outre  son 

ancienne   signification,   il  sert  de  plus  à  déterminer  l'axe  s  du 

plan  iu  par  rapport  à  r,  c'est-à-dire  que    s  =  re'?. 


TERNIONS   OU  NOMBRES  TERNAIRES.  259 

840.  Remarque  I.  —  On  peut  mettre  en  évidence  ce  fait  qu'un 
ternion  circulaire  y  est  un  ensemble  de  nombres  appartenant  à 
l'ensemble  Q  {i)r<i;  en  effet  : 

y  =  (e  +  2A't:)  -^  =  (e  +  2kT:)  —■ 
i  i 

Il  faut  bien  remarquer  que  les  nombres  de  cet  ensemble  Q{i)r\i 
ne  sont  pas  des  ternions,  mais  bien  des  nombres  quaternaires  à 
trois  termes,  ce  qui  n'est  pas  du  tout  la  même  chose.  Pour  que 

le  rapport  -r=-  soit  un  ternion,  il  faudrait  que  le  système  de  repère 

soit  ij r  au  lieu  de  rpi.  Alors  on  aurait  : 

i_  —  •  il  _  •  11  —  - 

i  i         '  j 

»   Dans  ces  conditions,  on  devrait  écrire  : 

/ 

''■? 
Dans  le  système  r\i  que  nous  avons  adopté,  le  nombre  e'^'^^ 

n'est  pas  un  ternion  rapport  de  vecteurs.  Mais  cela  ne  nous 
empêche  pas  de  l'intituler  te?'nion,  rapport  d'angles.  L'ensemble 
des  ternions  circulaires  sera  noté  C(r'i). 

841.  Remarque  II.  —  Un  ternion  circulaire  peut  être  considéré 
comme  un  nombre  circulaire  complexe  dont  l'argument,  au  lieu 
d'être  un  nombre  circulaire  réel,  est  un  nombre  circulaire  complexe 
de  l'ensemble  polaire  C{i). 

C'est  pour  ce  motif  que  nous  pouvons  appeler  les  ternions 
circulaires,  des  nombres  circulaires  su /'complexes. 

842.  Remarque  III.  —  Si,  dans  le  système  ri,  notis  considérons 

un  quaternioQ    ^  =  p  -=-     pour  lequel  : 
s 

{rs)  =  i'f       azimut  de  l'axe  s  par  rapport  à  /', 

(tu)  =  siù      azimut  du  plan  du  quaternion  par  rapport  au  plan  /p, 

et  (.SI*)  =  uH  azimut  du  vecteur  pt*  dans  le  plan  du  quaternion, 
nous  aurons  : 

-i-  =  r        ^^  =  ^^  ^         -^  =  ^^         • 
i        '  >'  i 

E.  DcMONT.  Arithmétique  Génârale.  18 
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Un  quaternion  ptMit  donc  rive  considéré,  soit  comme  im  ternion  de 
l'ensemble  T{r\i),  pour  lequel  l'azimut  du  plan  a  pour  mesure  un 
nombre  circulaire  complexe  de  l'inisemble  C(/),  soit  comme  un 
nombre  complexe  de  l'ensemble  P{i),  dont  l'argument  est  un 
ternion  circulaire  de  l'ensemble  C(/'  /).  C'est  ce  ternion  circulaire 

que  nous  avons  déjà  intitulé  (/rfpimenf  rc/n/if  du  quaternion. 

843.  l*ropriétéK  clos  toriiioii^t  c*i renia iroM.  Théorème.  — 
La  somme  circulaire  de  deux  ternïons  circulaires  est  un 
ternion  circulaire. 

Considérons  les  ternions  circulaires  : 

Yj  =  eie''^»^'      et     Vg  =  e.e^^-^'^* 
Si  et  So  étant  deux  axes  du  plan  rp. 

l  l 


On  a 


et 


ilJi2  ->  <^  i3 


i3- 
l  l 


844.  Théorème.  —  Vaur  que  le  produit  d'un  io-nion  circulaire 
de  l'ensemble  C(và)  2)ar  un  ternion  de  l'ensemble  T(rii)  apjjar- 
tienne  à  l'ensemble  C(r!i),  il  faut  et  il  suffit  que  l'axe  du 
second  ternion  appartienne  au  plan  de  l'angle  dont  le 
2)remier  ternion  est  la  mesure. 

A 

u  9 
Soient  les  ternions     Yi  =  BiC'»^'^»  =  -^ 

i 
et  T  =  \ê^^ 

Si  étant  un  axe  du  plan  jp,  et  i^  un  axe  du  plan  2^^- 

Pour  que  le  produit  général  ((Yi))-:  appartienne  à  l'ensemble  C{r\i) 
il  faut  et  il  suflit  que  le  produit  principal 

A 

appartienne  à  cet  ensemble,  c'est-à-dire,  soit  de  la  forme  -7^;  et 

i 

pour  cela,  il  faut  et  il  sutlit  que  l'on  puisse  multiplier  l'angle  iii  par 
le  verseur  C'^.  Or,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  à  cet  effet 
est  que  l'axe  /,  soit  dans  le  plan  dont  l'axe  est  u^.     C.  Q.  F.  D. 

845.  Théorème.  —  Le  ra])port  général  de  deux  ternions  de 
l'ensemble  C{v\)  n'appartient  à  cet  ensemble  que  si  ces  deux 
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ternions  ont  le  7nème  axe.  Il  n  appartient  à  l'ensemble  T(r  i) 
que  si  les  plans  des  deux  angles  dont  ils  sont  les  mesures  se 
coupent  dans  le  jMn  pi. 

Ces  propriétés  sont  presque  évidentes. 

846.  Remarque.  —  On  voit  que  tous  les  vecteurs  et  tous  les  angles 
peuvent  être  représentés  dans  le  système  ri  par  leurs  mesures  qui 
sont  les  ternions  des  ensembles  respectifs  T(r  /)  et  C (;•;/).  Mais 
les  combinaisons  de  ternions  n'appartiennent  pas  toutes  à  ces 
ensembles.  Ce  sont  le  plus  souvent  des  quaternions. 

847.  Corps  de  iioiiihres.  —  M.  R.  Dedekind  à  proposé 
d'appeler  corpjs  un  ensemble  de  nombres  tels,  que  la  somme,  la 
diâërence,  le  produit,  le  rapport  et  le  quotient  de  doux  quelconques 
d'entre  eux  soient  des  nombres  appartenant  à  cet  ensemble. 

Nous  pouvons  donc  dire  que  les  ensembles  des  nombres  commen- 
surables,  des  nombres  naturels,  des  nombres  qualifiés,  des  nombres 
complexes,  et  des  quaternions,  sont  des  corpjs.  L'ensemble  des 
nombres  entiers  et  l'ensemble  des  ternions  ne  sont  pas  des  corpjs. 

848.  Remarque  I.  —  Nous  avons  pris  comme  étalon  des  angles 
le  radiant-directeur  i  du  plan  dont  l'axe  est  /,  et  ainsi  nous  avons 
constitué  l'ensemble  C(/' i). 

Nous  pouvons  aussi  prendre  comme  étalon  le  radiant-directeur  r 
du  plan  dont  l'axe  est  ;•,  et  nous  constituerons  ainsi  un  ensemble 
de  ternions  circulaires,  qui  n'est  autre  que  l'ensemble  T(r  0  des 
ternions,  mesures  de  vecteurs  par  rapport  à  r. 

Considérons  un  angle  uH  tel,  que 

Y  =  —  =  fje 
i 

Soit  V  l'axe  d'intersection  du  plan  .st  de  l'angle  îih  avec  le  plan  pi. 
Soient  {ii^)  =  >'^^ 

On  aura  :  ^  =  Oe^:^-      et     r  =  îe>-\ 

r 

d'où  —  =  ^e  •      . 

r 

Entre  u,  v,  w  et  ?p  existent  les  relations  : 

cosijL  =  sin'f  sinw  (0  <   a  <  t^) 

et  cotgv  =  —  cos'f  tgoj        (0  ^  V  <  Tz). 
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Les  ternions  cii-culaii-os  de  l'ensemble  précédent  ne  sont  d'aucune 
utilité  au  point  do  vue  des  qnal(M-niûns,  tandis  que  ceux  de  l'ensem- 
ble C(>'  /)  en  sont  les  ai';,fuuienls  relatifs. 

849.  Remarque  II.  —  On  \Hml  reprocher  aux  ternions  de  l'ensem- 
ble C{r  i)  de  ne  pas  être  représentés  par  le  même  symbole  que  les 
quaternions  quelconques. 

Mais  il  est  facile  de  leur  donner  la  forme  générale,  ainsi  que  le 
lecteur  s'en  rendra  compii;  en  remarquant  la  formule  du  n"  698  : 

850.  Remarque  III.  —  Les  transformations  dont  cette  formule 
est  susceptible  vont  nous  conduire  à  une  formule  remarquable  : 

On  sait  que 

?:fc2  +  -l        .   .  .         ... 

e  "■'     -^  =  le^?  ;  ri  =  ji  ,1  =,  —  y  ; 


enfin 


Donc,  on  a  :     re''9  =  ip&'r        et        le  '  =  141 

et,  par  conséquent  : 

ou  encore 

851.  Pour  cp  =  '-^,  on  a,  en  particulier  : 

pi  =  jJ'    ou    — jl  =  ( — jy    ou  encore    r'  =  j;'. 
De  là,  on  peut  conclure  par  analogie  : 

Et  l'on  retrouve  aussi  par  une  voie  assez  détournée  une  formule 
que  l'on  peut  obtenir  directement  par  les  puissances  (804). 

852.  Remarque.  —  La  considération  des  arguments  relatifs  nous 
a  permis  de  considérer  un  nombre  surcomplexe  de  J 'ensemble 
T(r|i)  comme  un  nombre  complexe  relatif  au  plan  de  repère  rp, 
d'axe  i,  mais  dont  l'argument,  relatif  à  l'axe  de  repère  r  du 
plan  779,  est  un  nombre  complexe  relatif  au  plan  pi,  d'axe  r. 

Ce  nombre  peut  lui-même  avoir  un  argument  complexe,  relatif 
à  l'axe  i  du  plan^y/;  le  nombre  considéré  primitivement  est  alors 


,A-.JJ^' 

'  =  (- 

= 

^ji  =  {- 

-p)i  = 

-  ijj. 

ijje'r 

et 

•(? 

+1) 

i.p.e^?  -- 

=  l.p^ 

jje'r  = 
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un  quaternion,  et  son  argument  relatif  à  l'axe  r  du  plan  rp  est 
un  nombre  surcomplexe  pour  le  plan  pi.  On  peut  continuer  dans 
cette  voie,  et  supposer  que  l'argument  'f  du  nombre  we'r,  argument 

relatif  du  nombre  He  '  ,  devienne  à  son  tour  un  nombre  complexe, 
relatif  au  plan  de  repère  d'axe  /,  par  rapport  à  l'étalon  /;  il  faudra 
remplacer   le   nombre   réel    ('f  +  2A'-)    par  le   nombre   complexe 

(r  +  2k^e^'^. 

Nous  allons  voir  que  nous  ne  créerons  pas  ainsi  une  nouvelle 
espèce  de  nombres,  ce  qui  aurait  d'ailleurs  été  extraordinaire, 
puisque,  ainsi  que  nous  l'avons  vu,  tous  les  vecteurs,  tous  les 
angles,  et  toutes  leurs  combinaisons  ont  été  réprésentés  et  déter- 
minés par  les  quaternions. 

i  On  aura  :     le  •  ^^  z,. 


il  étant 

un  axe  du  plan 

pi. 

tel,  que 

(iij)  =  r'\>. 

De  là 

on  déduit  : 

e 

Puis  : 

re'^r  =  u. 

D'OU  :     e  =  e"^. 

Ensuite  : 


ie«w  ^  g 


FiG.  -21. 


Et  enfin    /^^'^"^         _  ^^ô  +  eATri^. 

Cette  expression  générale  représente  une  infmiif'  de  quaternions, 
qui  sont  les  puissances  principales  de  e,  pour  des  exposants 
(0 -f  2A'-)e'^'^S  quaternion  circulaire,  ou  bien  qui  sont  les  puissances 
principales  des  nombres  ^0  +  2/(7:  pour  l'exposant  q  =  e^^<,  ou  encore, 
dont  l'ensemble  constitue  la  puissance  générale  de  e'''^  +  -'"^'  pour 
l'exposant  e'"-'^ 

853.  Quant  à  imaginer  que  le  tenseur  d'un  quaternion  devienne 
un  quaternion,  cela  transformera  simplement  le  quaternion  en  un 
produit  de  quaternions  ;  le  résultat  sera  donc  encore  un  (piaternion. 

Ces  ••  extensions  -  procèdent  de  la  méthode  logique,  mais  non 
de   la  méthode   rationnelle. 
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854.  ClaNNifi<*a<ioii  ^ôiicralo  ^lvH  iioiiihrem.  —  Nous 
liouvons  ]iiaiiiU3naiii  procéder  a  la  dassilicalion  générale  des 
nombres  dont  nous  avons  fait  l'étude. 

I.  Les  nombres  naturels  ou  absolus,  qui  sont  les  mesures  des 
grandeurs  au  seul  point  de  vue  de  l'étendue. 

II.  Les  nombres  relatifs  qui  sont  les  mesures  des  grandeurs  au 
double  point  de  vue  de  leur  étendue  et  de  leur  situation  par  rapport 
à  l'étalon. 

Chacune  de  ces  deux  catégories  se  subdivise  à  son  tour,  confor- 
mément au  tableau  ci-dessous  : 

(  entiers, 
commensurables     \  ^ 

[  fractionnaires  ; 

f  incommensurables. 

monaires  ou  Nombres  qualifiés  : 

positifs,  négatifs  et  0; 

binaires  ou  Nombres  complexes  : 


I.  Nombres  naturels  ) 
ou  absolus 


IL  Nombres  relatifs 


a  +  ix    ou    \e^^  ; 
ternaires  ou  Ter  nions  : 

a  -\-  ix  +  jy     ou    \é 
quaternaires  ou  Quater nions 


ibe 


I       a  +  ix  +  il/  +  rz    ou 


y.c 


ide' 


CHAPITRE  IX 
Applications. 

855.  Dans  ce  dernier  chapitre,  nous  allons  montrer  par  deux 
exemples  simples  la  fécondité  des  théories  qui  précèdent.  En  même 
temps  nous  mettrons  le  lecteur  en  possession  de  formules  remar- 
quables par  leur  simplicité  et  leur  utilité  en  Mécanique. 

856.  Triaiif^le  s|>li«M*i«|ue.  —  Soient  ABC  et  AiBjCi  deux 
triangles  sphériques  polaires;  a,  §,  y,  aj,  |3,,  y,  les  vecteurs- 
directeurs  OÂ,  ÔB,  ÔC,  ÔÂi,  ÔBi,  ÔCi. 

Si,  pour  un  observateur  placé  à  l'extérieur  de  la  sphère,  l'ordre 
alphabétique  des  éléments  A,  B  et  C  est  inverse  du  sens  de  rotation 
des  aiguilles  d'une  montre,  on  aura  : 

e^'« .  c^^'^  e  M«  =  +  I  (I) 

et  eïC.c?B.c^A__i.  (2) 
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857.  l""^  méthode.  —  Dans  le  triangle  ABC  on  a  : 

(BC)  -j-  (CA)  -f  (AB)  EE  0 
ou  y-iO  -j-  '■ijj  -f-  YiC  =  0. 

D'où  résulte  :     e='i«'^?.'-'vViC  =  +  i     ou     e'^i" .  e^^'^  eV««=  =  +  1- 
Dans  le  triangle  AiBjCi  on  a  de  même  : 

(BiAJ  -i-  (A,CO  -j-  (C^BO  =  0 
ou  Ç  (C  -  -)  ^  f>  (B  -  -)  ^  a  (A  -  -)  EE  0 

d'où  résulte  cv;^^--  -i-  ?  !B- -)  -f  ^t  a--)  _  _|^  i 

ou       e'f  C-'^)  e?  (B-'^)  e^  A-t:)  _   (_  g-'C)  (_  (,?B)  (■_  ^aA)  _   _|.   i 

ou  enlîn  eV^ .  e?^ .  e^^  =  —  1. 

858.  2"^  méthode.  —  On  a,  par  défmition  des  quaternions  : 

'■'  y-  ou  3 

i       —  C^i"  =  fil  '"  j_      —  C  ■''''' 


a 

=  e.3'^ 

? 

i 

a 

- 

- 

q 

d'où  e^'« .  e?»'^ .  eï'*^  =-  — ^ ^ ^~  =  +  1  • 

?       ï       a 
On  a  aussi  : 

(CB)  _  ^i  (-  ^/)  _  a  ^.,c  (BA)  _  fi  (-  c)  _  Ç  ^33 

(CA)  fj,b  ^^     '  (BC)  i,a  « 

(AÇ)  _  jS.  (-  b)  _  ^  ^,^_ 

(AB)  fc  c 

D'où  eïc  e?B  ^aA  _  ^1 .  Il  .  ?i  (_i)  _  _  1. 

Pi    «1    Ti 
859.  Remarque.  —  On  peut  intervertir  l'ordre  des  facteurs  des 
deux  produits  considérés,  à  condition  de  conserver  l'ordre  cyclique. 
Si  l'on  renverse  ce  dernier,  on  obtient  : 

et 

gaA  ^,:iB  ^,-'0  ^  ^«(--0.)  (^,3(--b,)  gY(--c.)  ^  ^ 


t'V^.  e?''-  e"""^      {y.i?>ù\T 
860.  Excès  spliéricfite.  —  On  sait  que,  dans  le  triangle  ABC, 
si  l'on  pose  2E  =  A  +  B  +  C  —  -,  on  a  : 

H-t^  =  3Ci  ^  "t"  1  I-*!  2  "J~  *^  2 y  ~  ^^  2  "^  '    2  "^  '  ^  2" 
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On  déduit  de  là 


c    =  e    -  e 


.-  =  (^>^ 


-k    f  CL 


ni 


En  désignant  par  œ,  y  et  .^  les  axes  bissecteurs  des  angles  a,  h  et 
c,  on  a  encore  : 


e^^  = 


X    z 
'S  "77 

i^  y 


=  9.-I 


xy-^z  =  lixyz 


d'où  ,3^?E   _    _  _,,y  .         ç^        ^32E    _    _    (.^i/^,)2_ 

861.  Holalioii  d'un  vecteur  autour  d'un  axe  quel- 
eon(|ue.  —  Nous  savons   que  pour  faire   tourner  un  vecteur 
d'un  angle  o.,  autour  d'un  axe  x  qui  lui  est  perpendiculaire,  il  faut 
le  multiplier  par  le  quaternion  e-'\  Examinons  actuellement  le  cas 
ou  l'axe  n'est  pas  normal 
au  vecteur.  Soient 

â  =  ÔÂ  et  p  =  ÔB 
un  vecteur-unité,  dans 
une  position  initiale  et 
une  position  finale;  x 
étant  l'axe  de  j-otation 
et  w  l'amplitude. 

a  et  ^  étant  les  quater- 
nions-quadrants    dont   y. 
et   ,3   sont    les   vecteurs   >^ 
homologues,  je  dis  que      '-.^ 
l'on  aura  "^-^ 


P  =  e- 


.y..e 


L 

FiG.  22. 

862.  1-  méthode.  (0  -  Soient  (AC)  et  (BC)  deux  arcs  de  grands 
cercles,  normaux  aux  arcs  (XA)  et  (XB).  Le  point  C  sera  sur  l'arc 
(XD)  bissecteur  de  langle  AXB;  et  les  angles  XCA  et  XCB  seront 

égaux.  Soit 

V=  ÔC. 

Appli.|uani  la  formule  (2)  du  n«  (856)  aux  triangles  XC\  et  XCB 
on  obtient  : 


d'où,  observant  que 


e   e  -e 

a 


=  —  1  =  e   e 


e  -  ^  y.    et    e"^-  ^  (3  : 
y..e  2  =  e  - ^. 


(1)  Cette  démonstration  est  tirée  du  Cours  de  Mécanique,  de  M.  J.  Massac.  le  ref^retté 
professeur  à  l'Université  de  Gand. 


APPLICATIONS.  267 

Introduisant  le  facteur  initial  e      -,  on  obtient  : 


e      -  y.C'  =  ?j. 


863.  2*^  méthode.  —  L'égalité    a.c  -  =  e'-.,3    peut  s'écrire  : 
e-e'-=e~e- 


OU 

Si  Ton  désigne  par  P  et  Q  les  pôles  des  grands  cercles  (j^a)  et 
{x'^)  et  si  l'on  observe  que  le  pôle  du  grand  cercle  bissecteur  de 
l'angle  w  que  font  ces  deux  grands  cercles  est  précisément  le  point 
milieu  de  l'arc  (PQ),  l'égalité  do  ces  deux  sommes  géométriques 
d'angles  est  simple  à  établir  au  moyen  de  l'égalité  des  deux  triangles 
sphériques  dans  lesquels  elles  figurent. 

864.  3^  méthode.  (')  —  Considérons  le  quaternion 

oc         a 

—  =  -  =  x-'^y.  =  —  x-.x-^y.  =  —  Xy.  =  —  Seal  Xy.  —  \ecXxy, 

X  X 

d'où  y.  =  —  j:'Scal  j'a  —  j;  Vectra. 

Le  vecteur  (quaternion)  a  est  ainsi   décomposé  en   un  vecteur 

—  irScal  J"a  dont  l'axe  est  x,  et  un  vecteur  —  xXecixa.  dont  l'axe 
est  normal  à  x. 

On  en  déduit,  pour  les  vecteurs  homologues  : 


a  =  —  .r  Seal  ./'a  H j^Yectj^a. 

Dans  la  rotation  autour  de  x,  le  premier  vecteur  reste  immobile; 
le  second  est  multiplié  par  le  verseur    e-''^'-'  =  cosw  -\-  ^sinw. 

Donc 

|3  =  —  j^Seal  j^a  -\ j"Vectj:a  X  e^^  , 

et,  par  suite  : 

^  =  —  ^Scal  j"a  —  .r.Vect.ra.  (cosoj  +  j"sinw). 

Or  (674),  x.Yectxy..  x  =  Yect  j-a. 

Donc,  on  aura  successivement  : 
P  =  —  X  {xy.  —  Vect  j"a)  —  x.Xeoixo!..  (cos  w  +  x  sin  w) 
|3  =-  a  +  j'.Vecto^a  —  j"cosw.Yect  J'y.  —  sinto.Yect  j'y. 


(i)  Cette  démonstration  est  inspirée  de  celle  de  M.  Tait,  [Traité  des  Quaterniotis). 
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p  =  a  +  Ta^^sin^^  —  sin-^  cos  ^  J  2  YeclxoL 

p  =  a  -|-  (  irsm^-^ —  sin  ^  cos-^  j  {joy.  —  y.jr) 

p  =  a  —  asin-—  —  ^a.sin-cos—  —  x^jx.'èw^-—  +  aJ^-sin-y  cos  — 

[3  =  acos— f  cos-^  +  û7Sin—  j  —  jTa.sin— (  cos— +  J7sm—  J 
et  enfin 

[i -- (  cos— —  â7Sin— J  af  cos— +  â:sm-- j  =  e     s.a.e^  s. 
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Avant-propos,  page  xv,  lignes  10  et  26.  Au  lieu  de  imaginés, 
lisez  relatifs. 

Avant-propos,  page  xvi,  ligne  21.  Au  lieu  de  :  On  x>ourra,,., 
propremoit  dits,  lisez  :  Ce  ne  sont  pas  des  nombres. 

N°  6.  Ligne  6.  Au  lieu  de  n'importent  lisez  n'importe. 

N°  17.  Ajouter  :  Des  segments  rectilignes,  des  angles  de  demi- 
droites,  des  prismes  de  base  constante  et  de  même  direction  d'arête 
sont  de  telles  classes  de  grandeurs. 

N°  19.  Ajouter  :  Il  est  clair  que,  quelle  que  soit  la  façon  de 
disposer  les  parties,  dans  aucune  de  ces  dispositions  la  somme 
ne  peut  être  une  partie  de  la  somme  dans  une  autre  disposition, 
car  une  grandeur  n'est  pas  équivalente  à  une  de  ses  parties;  sans 
quoi,  il  faudrait  admettre  que  le  seul  fait  de  modifier  la  disposition 
des  parties  pourrait  faire  croître  une  grandeur;  et  que  le  fait 
d'enlever  l'accroissement  ainsi  obtenu  reviendrait  à  rétablir  les 
parties  dans  l'ordre  primitif.  Alors,  rien  qu'en  déplaçant  des  gran- 
deurs, on  leur  ferait  en  quelque  sorte  enfanter  de  nouvelles 
grandeurs,  et  cela  sans  fin,  puisque  tout  serait  chaque  fois  remis 
dans  l'état  initial.  Cela  est  manifestement  faux. 

N°  56.  Ajouter  :  56^'^  Remarque.  —  Si  l'on  représente  le  7iombre 
un  par  le  caractère  1,  on  pourra  écrire 

^^1 
G 

car  le  nombre  un  est  la  mesure  de  toute  grandeur  par  rapport  à 
elle-même.  On  aura  alors,  en  vertu  de  la  définition  d'une  somme 
de  nombres  : 

Cette  remarque  nous  permettra  de  considérer  un  nombre  entier 
indépendamment  de  toute  grandeur. 
N°  65.  Ajouter  :  65*^'^  Corollaire  III.  —  La  somme 
a  -{-  h  -{-  c  -{-  d  -\-  ...  +  h 
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est  égale  au  nombre 


j[(^'  +  ^)  +  c]  +  r/|+  ...^^h. 


et  cela,  quel  que  soit  l'ordre  des  nombres  a,  h,  c,...  h. 

N°  76.  Ligne  2.  Au  lieu  do  (33)  lisez  (39). 

N°  151.  Lignes  16,  26  et  28.  Au  lieu  de  indéfinitwement  lisez 
indéfiniment. 

Le  mot  indéfiniment  signifie  à  proprement  parler  "  d'une 
manière  qui  n'est  pas  délinie  ^'  ;  ce  n'est  pourtant  pas  là  le  sens 
qu'il  convient  de  lui  attacher.  11  a  pris  racine  dans  la  langage 
courant  avec  la  signification  de  '•  sans  fin  •'. 

N°  154.  Certaines  atiirmations  contenues  dans  ce  numéro  sup- 
posent connue  la  théorie  de  l'opération  de  calcul  intitulée  :  Extrac- 
tion de  la  racinem^^^^^^  app)X)chée  à  moins  d'une  unité  d'un  ordre 
décimal  de  j^lus  en  plus  élevé,  d'un  iiombre  commensurahle. 

Cette  théorie  est  basée  sur  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Les  racines  approchées  à  moins  de  1,  y^,  -^  . . . 
r—  d'îin  7wmbre  commensurahle  '^présentent  les  trois  carac- 

tèi^es  suivants  : 

V  Elles  ont  toutes  la  même  partie  entière; 

2"  Chacune  d'elles  est  égale  à  la  précédente  augmentée  d'un 
certain  nombre  d'ioiités  du  dernier  ordre  décimal  considéré 
(ce  nombre  pouvant  être  nid); 

3°  Leurs  m'èmes  puissances  ont  pour  limite  le  nombre  N. 

Les  deux  premiers  points  sont  faciles  à  établir;  le  troisième 
se  démontre  comme  suit  : 

R  \"^ 

rr^  ]    est  une  suite  croissante  avec  n,  et  constamment  moindre 

que  N;  donc  elle  admet  une  limite;  cette  limite  est  N,  car 


lOV         V    10"   J       vio" 
(R„  +  1)'»  —  (R„)"^       w(R„+l)»'^-i  _  mk,r-^       mk^''-\ 


10""^  10»"'  10"  10» 

10" 


m  \  '""' 
Or,    lim  — ^77- —  =  0     si  l'on  fait  croître  n  sans  limite 


Donc, 


lim 


N  — 


/R  \"n  /^R  \"^ 
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Ibid.  Page  51,  ligne  26  et  suivantes  jusque  page  52,  ligne  12. 

On  peut  remplacer  le  texte  par  ce  qui  suit  : 

Prenant    s  <  —r-     on  aura 
10" 

'  10"         "  10" 

Ce  dernier  nombre  ayant  pour  limite  0  si  l'on  fait  croître  u  sans 
limite, 

lim  (L'"—  r/„"0  =  0    ou    L'"  =  limrt„'". 

Donc    N  =  L"S  etc. 

N°  179.  Ligne  1.  Remplacer  (151)  par  (174). 

N°  191.  Ligne  4.  Au  lieu  de  une  nombre  lisez  loi  nombre. 

Ibid.   Page  64,  lignes  12  à  16,  lisez  : 

On  a  :  a  =  lima  =  lim  A; 

donc,  a'"  =  (lim  f/)'"  =  lim  «'"  =  (lim  A)''^  =  lim  A"'         (179). 

Or,  a"'  <  N  <  A'»; 

par  conséquent  (141)  :  y^^  =  N. 

N°  295.  Remplacer  tout  ce  numéro  par  ce  qui  suit  : 

Un  nombre  circulaire  2^7r  +  ^  étant  la  mesure  d'un  angle  (.roiTi) 
par  rapport  au  radiant-directeur,  le  produit  de  ce  nombre  par  un 
nombre  entier  et  positif  7n  sera  la  mesure  du  produit  par  m  de 
l'angle  (iTo^Ti),  c'est-à-dire,  la  mesure  de  la  somme  de  w  angles 
égaux  à  (XqX^). 

Soient 

\XqXi)  =  [XiXo)  ==  (^^2^3)  =  ...  ^  \^X„i—iX„i). 

On  aura  : 

{XoX„,)  =  (XoX,)  +  (x^x.)  -f  ...  +  {x,„-iX,,y, 
/-\  /\  /^  .^"^-^ 

d'où  XoX,.„  =  XoXi  +  XiXo  +  ...  -\-  X,„-iX,„ 

ou    x)c,„  =  2k-.  +  e  4-  2A',-  +  e  -f  . . .  +  2K-  -f  e  =  2A'7:  -f  mH. 

Ou  écrira  donc 

(2;;'-  +  H)ni  =  2k-  +  w?e  EE  mh.  (.m.  2-). 

Le  produit  du  nombre  2k~  +  H  par  un  nombre  entier  négatif 
—  m  sera  la  mesure  du  produit  par  —  m  de  l'angle  {x^x^),  c'est-à- 
dire,  du  produit  par  7n  de  l'angle  {x-^Xç),  lequel  a  pour  mesure 
2kT,  —  0. 

Donc,     {2kT,  -f  H)  (—  m)  =  {2kT.  —  0);/^  =  2k-  —  mH. 
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On  appellera  quoiieni  du  nombre  2/.'-  -\-  0  par  le  nombre  entier 
et  positif  /^  tout  nombre  circulaire  dont  le  i)roduit  par  n  est  égal  à 
2kT.  +  h.  Il  y  a  n  nombres  circulaires  ayant  cette  propriété. 

Ce  sont  les  nombres 

Leur  ensemble  s'appellera  prodtd/  de  2/.'-  +  0  par     • 

Si  l'on  donne  à  /.'  toutes  les  valeurs  entières  que  Ton  veut, 
on  constate  que  l'on  peut  séparer  les  n  nombres  circulaires 
représentés  par  cette  formule,  en  donnant  à  h  successivement  les 
valeurs  0,  1,  2,  ...  (ti  —  1),  dans  la  formule 

2;,'7:  +  -  +h—' 
Il  II 

On  écrira  donc  : 

1  f)  -^T 

^  ^  li  un 

Si    —  T  <  8  ^  +  ~.  1<3  nombre  circulaire  2^'-  -f  -  s'appellera 

le  produit   principal  de  2/;-  -f  H   par   :  ,   ou   encore,   le   «'^'"^ 
principal  de  '2lî-  -f-  ^■ 

Le   produit  d'un   nombre   circulaire    2h-  +  h    par    le    nombre 

commensurable  — .   positif   ou   néaatif.   a   également    n   valeurs, 

Il  '-  V,  C 

parmi  lesquelles   le  nombre    2/.'-  -{-  —  H    s'appellera    le  pyroduit 
principal.  On  écrira  : 

(2A't:  +  8)  f  -=  2A'::  +  ^  ^  +  /«  ^'        h  ^  0,  1,  2,  ...  {n  -  1). 

Un  nombre  incommensurable  a  étant  déterminé  par  deux  suites 
Zj  et  ^2,  les  produits  principaux  2À'-  +  I^h  et  2kr.  +  /..f)  ont,  pour 
toute  valeur  entière  déterminée  de  A',  une  même  limite  :  2 A-  +  >>8 
que  l'on  appellera  le  pyroduit  pjrincipal  du  nombre  circtilaire 
2^-  +  h  par  le  nombre  a. 

L'expression  2 A)-  +  \h  possède  une  infinité  de  valeurs  dont 
chacune  est  un  nombre  linéaire  et  non  pas  un  nombre  circulaire. 
L'ensembre  de  ces  nombres  s'appellera  le  produit  simpAc  de 
2kT^  +  H  par  a.  On  écrira  : 

(2 A'-  +  H)\  -  2A'A-  +  A^. 

Pour  chaque  valeur  particulière  A'j  de  k  le  produit  simple  prend 
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une  valeur  déterminée,  qui  est  une  des  mesures  d'un  angle  {xy) 
Mais  cet  angle,  considéré  comme  destiné  à  déterminer  l'axe  y  par 
rapport  à  l'axe  x,  a  pour  mesure  générale  un  nombre  circulaire 

•2h-  +  2A'iA-  +  A^. 

L'ensemble  de  ces  nombres  circulaires,  pour  toutes  les  valeurs 
de  A',  s'appellera  le  produit  généi'al  de  2/.'-  +  H  par  a. 
On  écrira  : 

('^2li-  +  f|''A  =  2/;-  +  2  A' A-  +  À^. 

Remarque.  —  Pour  un  nombre  commensurable  — >    on  a  : 

{{okT.  +  ^))  ^  =  (2A'::  +  H)  ^. 

295^'^  Rapport    «le    deux    nombres    eireulaires.    — 

Deux  nombres  circulaires  H^  +  2^-  et  ho  +  2A't:  étant  considérés, 
nous  appellerons  rapport  général  de  ces  deux  nombres  circulaires 
l'ensemble  des  nombres  linéaires  a  tels,  que  parmi  toutes  les  valeurs 
du  produit  général 

((82  +  2^7:))À 

il  en  existe  une  égale  à  61  +  2A7:.  Cette  propriété  est  satisfaite 
pour  Too-  de  nombres 

~  h,  +  2A7:' 

L'ensemble  des  nombres  — — r——  s'appellera  le  rapport  simple 
des  nombres  circulaires  donnés; 
Le  nombre  unique  j}  sera  leur  rapport  principal; 

[--  <(eiety<  +  -]. 

295ter  Théorème.  —  Le  pyroduit  général  d'un  nombre  circu- 
laire par  un  nombre  linéaire  est  l'ensemble  des  nombres 
circulaires  tels,  que  parmi  toutes  les  valeurs  de  leur  rapport 
général  au  nombre  circulaire  donné,  il  en  existe  une  égale  au 
nombre  linéaire  considéré. 

En  effet  pour     h  =0,     on  a  : 

^A  +  2k\T.  +  2hT.  _  . 
H  +  2A7:  ~"  ''  ' 

et  si,  pour  les  valeurs  particulières  h^  et  k^,  on  a  : 

ei  +  2h,T.       . 
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on  aura  Oj  +  2/^,-  =  0/.  +  2/v'iAt:, 

d'où  0,  +  2//-  -  Oa  +  2/.'iA7:  ^-  2/.'7T. 

N"  511.  Ajouter  :  On  étendra  aux  nombres  binaires  de  la  forme 
a  +  /(?  +  2A;-)  les  définitions  qui  ont  été  posées  aux  n"""  295  et  295'^'^ 

N°  514.  Ligne  17.  Supprimer    e'(?o+2ft::)/. 

Ibid.  Page  158,  ligne  9.  Au  lieu  de  e'?"  lisez  c'-'^'. 

N"  522.  Ijgne  6.  Lisez  :  L'ensemble  des  nombres  complexes 
a  -h  KP  +  2^^")  Gst  appelé  le  logarithyne  naturel  du  nombre  com- 
plexe 2)\  on  le  représente  par  le  symbole  log^À 

Ibid.  .Ligne  10.  Lisez  :  Le  logarithme  naturel  d'un  nombre 
complexe  a  une  infinité  de  valeurs,  puisque  k  est  un  nombre  entier 
indéterminé. 

N"  527.  Lisez  :  Théorème.  —  Tout  nombre  complexe  possède 
un  logcu'ithme  naturel  et  un  logarithme  pjrincipjal. 

N°  528.  Page  IGl.  Dans  les  deux  dernières  lignes,  remplacer  e: 
par  =  et  supprimer  (.mod.  2/-). 

Ibid.  Page  162.  Lisez  :  Le  logarithme  naturel  d'un  produit  est 
égal  à  la  somme  des  logarithmes  naturels  des  facteurs. 

Le  logarithme  naturel  d'un  quotient  est  égal  à  la  différence  des 
logarithmes  naturels  des  deux  nombres. 

N°  533.  Ligne  23.  Ajouter  ^  e((2£i+'?i+/2k^))(a,+??,) , 

N"  539.  Ligne  7.  L'exposant  du  deuxième  terme  est 
aA  +  'i(i3A  +  2/i-). 

N°  545.  On  remarquera  subsidiairement  que  l'on  peut  écrire  : 

((ea.+'3.))a,+î.3,  ^  g((ao-î;3.+i2fe7:J)(a.  +  î.3.)_ 

Or,  on  n'a  pas  l'identité  entre  les  produits 

((ai  +  i%  4-  i2Â;7t))(a,  +  /.S,)  et  ((a,  +  i%  +  2M(ai  +  i.S,). 

N°  563.  Ligne  2.  Au  lieu  de  :  s'obtiennent  en  multipliant  les ..., 
lisez  :  sont  les  produits  simples  des... 

N"  565.  Lignes  3  et  1.  Remplacer  =  par  =  et  supprimer 
(Ollod.  /2-M,). 

N"  566.  Remplacer  le  texte  par  ce  (jui  suit  : 

Théorème.  —  Le  logarithme  naturel  d'une  puissajice  géné- 
rale [p/-ijicipale]  d'un  nombre  est  égal  au  produit  général 
[principal]  du  logarithyne  naturel  de  ce  7iombre  par  l'indice 
de  la  puissance. 

Soit  le  nombre  p  =  c^^'bp  =  e^^v. 
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Appliquant  les  formules  du  n°  535  on  a  : 

[(jj))q  ^  e't^°«p    et    p<i=.e'i^^P\ 
d'où  résultent  les  formules  : 

et  log^î^  =  glgj[>  +  i2kT.. 

Ce  dernier  nombre  est  le  produit  principal  de  log;>  par  q,  puisque 
Igp  est  la  valeur  principale  de  \ogp. 

N°  572.  Remplacer  la  dernière  ligne  de  la  page  173  par  : 
Or,  (528),  logO^^)  =  log7>  +  log^. 

Remplacer  les  trois  premières  lignes  de  la  page  174  par  : 
Donc,     Cogr  ipç)  est   l'emsemble    des    valeurs    de    la    somme 
CogrP  +  £'ogrQ   pour   lesquelles   I  =  h. 

N°  601.  Dernière  ligne.  Ajouter  au  second  membre  :     +  2/i7r. 
N"  618.  Lignes  4  et  12.  Au  lieu  de  général  lisez  {siinple). 
Ligne  8.  Au  lieu  de  (305)  lisez  (369). 
Ligne  13.  Remplacer  les  [[     |  par  des  [     ]. 
Au  bas  de  la  page  190,  ajouter  : 

L'ensemble  des  angles  ^.,  (OjA  +  2/.'7:a  +  2/^-)  s'appellera jarocZ^zï 
général.  On  écrira  : 

{î,  (Oi  +  2^-)]  X  u,^'  =  î,  (OiA  +  2A'7rX  +  2h7z). 

N°  684.  Ligne  4.  Au  lieu  de  :  aux  axes  de  deux  ... 
lisez  :  aux  axes  des  deux  ... 
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